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Este livro é o Complemento para o Professor do volume 8, 
Limites/Derivadas/Noções de integral, da coleção Fundamentos 
de Matemática Elementar. 

Cada volume desta coleção tem um complemento para o pro- 
fessor, com o objetivo de apresentar a solução dos exercícios mais 
complicados do livro e sugerir sua passagem aos alunos. 

É nossa intenção aperfeiçoar continuamente os Complemen- 
tos. Estamos abertos às sugestões e críticas, que nos devem ser 
encaminhadas através da Editora. 

Agradecemos à professora Irene Torrano Filisetti a colabo- 
ração na redação das soluções que são apresentadas neste 
Complemento. 
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oo NONO — Funções 


o E > (go) =gf)=2x-1)+1=2x-1 
xe A=(1,2, 3) temos: 

REAd Ze ==] 

fez tgoy= 22-15 
x=3,(gof)=2-3-1=5 

Portanto: ((1, 1), (2, 3), (3, 5)). 


5. f(x) = xº 
g(XM)=x+1 
(go fx) = g(flg)) = xº + 1 
(fo gx) = (gl) = (x + 1) 


(fo (x) = (x3)º = xº 
(gogb)=(x+)+1=x+2 


6 f(x) =x +2 
g(x) = x2 
h(x) = 2* 


Obtemos, inicialmente, g(f(x)) = (x + 2)2. 
Então: h[g(f(x))] = 20+ 22, 

Obtemos, inicialmente, g(h(x)) = (2%2 = 2, 
Então: flg(h(9)] = 2% + 2. 


r a) Fo) = |x2 +41] 
xqx+1 —|x+1]>f0)=x2+1eg(x)= xl 
g 


b) F(x) = sen (x2 + 4) 


RR 4 — sen(xX +49) >Tf(x)=x2+4eg(x) = senx 
g 


c) F(x) = tg x? 
X q xÉ = tg xº => f(x) = xº e glx) = t8 x 
g 


d) F(x) = tg? x 


x tgx— tg x = fl) = tg xe gl) = xº 
9 
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e) F(x) = 2008X 
x = cos x — 2º8SX =» f(x) = cos xe g(x) = 2X 
g 


f) F(x) = sen 3 
fes BEM 3* > f(x) = 3% e g(x) = sen x 
g 


8. F(x) = cos 2X+3 
x GX+3 + DX 13 nº cos 2** E = f(x) = x + 3, 80) = 2Xe h(x) = cos x 
g 
9. a) f 4x) = ((a', a), (b', b), (c', c)) 
b) 


UU jo 


J 


g é função g”! não é função 
g não é inversível 
c) h(x)=1- 5x6 y=1-—5xé bijetora. 
Trocando as variáveis x por y e isolando y, vem: 


=X iii o de= X 
5 > ho*(x) 2" 


()=X—-26y=x)-— 2 é bijetora. 

Trocando as variáveis x por y e isolando y, vem: 

x=y3-25y=YIx+25i10)=Nx+2. 

JR > Rijy)y=X SS y = x? é bijetora. 

Trocando as variáveis x por y e isolando y, vem: 

x=y>y=+kk. 

Mas, comoj (x): R, — R., entãoj 1x) = —Nx. 
1 


9 py=Toy= é bietora. 


x=1-Dy5y= di 


S 


Trocando as variáveis x por y, y já fica isolado e, nesse caso, temos 


y= E > p(y = p-/(9. 


x, x<1(1) 


Clic <3(2) 


= x>8(8) 


10. f(x) = 


Fundamentos de Matemática Elementar | 8 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


(1)y=xx<1 

x+1 1+1 ..X+1 ..3+1 
(2) y= > i<xs355— “a >i<y<s2 
Trocando as variáveis e isolando y, vem: 
x=DLoy-m-11<x<2. 


(3)y=X2-7,x>35432>95%32-7>9-75y>2 
Trocando as variáveis e isolando y, vem: 
x=y-—-Toy=YIx+7,x>2. 

X; sex<1 
fixg)=,2x—-1, sel<x<2 

Vx + 7, sex>2 


1. fW)=x-35t4)= + 5 E 


sy=Yx-1ogU)=8+1 


3 
(E Lo f-H0) = gA1-4(9) = E - ) + 1= ES + 2ix+ do 


12. f: RE> R, fo) = log Vx & y = log Nx 
Trocando as variáveis e isolando y, vem: 
x= log Vy S 10:= Vy 6 10%=y > Hx) = 10%, 


Ri O = aa = Es 
13. rº| E [—1, 1], f(x) sens Sy=sens 
Trocando as variáveis e isolando y, vem: 

Xx= seno s= arc senx o y = 2 arc sen x 


f4x) = 2 arc sen x 


O ENSINO NI — Limite 


15. f)-5|<0015|3xX+2-5|<0,016S Ro 
el3x-3]<0,0153-:|x-1|<0,016 |x- = 
Portanto: O < 8 = do 


16. |5—- 2x— 9|< 0,001 6 |-2x — 4] < 0,001 
e 2|-x— 2|< 0,001 «es |-x — 2) < 0,0005 
Portanto: O < 3 = 0,0005. 
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selo RAD. 
1.º ty =x01 
x-1+2]<0016|x+1|<0,01 


Portanto: O <ô = 0,01. 


92 —-4  (3x+2)3xX- 2) 


18. O) = 092 3X— 2 =3x+2 
|3x + 2 — 4] < 0,0001 «> |3x — 2] < 0,0001 «> 
2 2: 0,0001 
&3-k- &)<0,0001 6 | — 5] < SO0OL 
Portanto: O < à = Sede 


20. a) lim (4x— 1)=7 


A 
Devemos demonstrar que: 
ve>0,38>0|0<l|x-2|<s>I(4x-1)-T|<e. 


Temos: 

(4x-1)-T|<eslgx-s|<eo4|x-2)<es 
e 

o bk—2<7. 


; £ 
Assim, sendo 8 = AZ” vem: 


ve>0,35=7|0<k-2<ô>|x-2]<7=4k-2]<e> 
= |4gx-8|<e=>|(4x-1)-T|<e. 
b) lim (4-2) =-2 
Pac 
Devemos demonstrar que: 
ve>0,38>0|0<I|x-3<s=>I(4-29)+2|<e. 
Temos: 
(4-2)+2]<ecol|o-2|<eos2]3-x)<eo 
e 


e2kx-I<eo|k-3<s 


; £ 
Assim, sendo 8 = 2 vem: 


ve>0,35-=5l0<k-3]<ô=>|k-3]<5=2k-3|<e= 
>23-x <e>|6-2|<e>I|4-—-2)+2]<e. 

o) lim (3x-2)=-5 
x>—1 
Devemos demonstrar que: 
ve>0,38>0|0<I|x+1|<s=>lI(3x—-2)+5|<e. 
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Temos: E: 
(3x-2)+5|<eoslx+3]<eos3x+1|<es|x+1 <g 
Assim, sendo 3 = a vem: 


ve>0,38=5|0<Ix+ ja si t|<e> 
= |3x+3]<e>|(3x—-2D+5|<e. 


22. a) lim x2=4 


x>2 

Devemos provar que: 
ve>0,38>0|0<|x-2|)<o>|x2-4|<e. 
Temos: 
xX-4)<e>-e<x2-4<e>54-e<x<4+4E. 


Suponhamos que o valor de à que queremos encontrar seja me- 
nor ou igual a 2, isto é: 
Oo<|x-2|)<0<2>5|x-2]|<25-2<x-2<250<x<4. 
E e -=e, se0O<e<4 l 
Sendo £' > O tal que e A, SEEEA temos: 
4-e<4-e<x<4+Ee<44+4e5>0<4-Ee<x<4+4E'S 


>v4-e<|x<vg+e>sv4-e<x<v4Ã+4He > 


x-2|<v4+e'—-2 
5>V4-€-2<x-2<vV4+e' Isle 
x-2|<2-V4-— e! 


Notando que: 
O<v4+e'-2<2-V4-e'<2, temos: 
paratodoe>0,38=V4+e'-2>0, 
ES 
eM GUS |g<e <a, ser=>4 
talqueoOo<|x-2|)<ô>|x-—-4|<e. 
De fato: 
o<|x-2<s>|x-2)<v4+HEe'—- 25 
sV4-e-2<2-V4+4+€e'<x-2<V4+€'-25 
sV4-e -2<x-2<V4+€'-25 
o V4-e<x<Vl4+e54-e<R<4+E'S 
>5-e<x-4<e'5|2-4|<e<e. 
b) lim (X+1)=10 
x —3 
Devemos demonstrar que: 
ve>0,38>0|0<I|x+3]<5=>|(xX+1)-10|<e. 
Notemos que: 
(2 +19)-10]<e>|2-9<e>-ce<x2-I9<e> 
59-e<x<9+HE. 
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Suponhamos que o valor de à que queremos encontrar seja me- 
nor ou igual a 3, isto é: 
o<|x+3]<o<3>|x+3]|<3>-3<x+3<3>-6<x<0. 
Sendoe'>Otalquee'=eseO<e<9ouO<e'<9see=9,temos: 
9-e<9-e'<x<9+e'<9+4+e50<9-e'<x<9+e'> 
sig-ec<d<lores-9re<xe-D-es 
>3-N0F E <x+3<8-V9 Fo Ss 
Notando que 

O<V9+e'-3<3-V9-—e'<3, decorre que, para todo E > 0, existe 
o=V9+€e'-3emquee'-eseO<e<9ouO<e'<9see=9,talque: 
o<|x+3l<s>Ix+3]<N9+E-35 
53-V9+€e'<x+3<V9D+4+E —-3<3-V9—e 
>3-V9+e'<x+3<3-V9-€'> 
>5>—V9+e'<x<-V9-€59-€e'<x<9+€'> 
>-e<x2+9<es|x2+9<e<e. 

lim (1—-x)=-—3 

x—2 

Devemos provar que: 
ve>0,38>0l0<kx-2<a>|(1-x2)+3|<e. 
Notemos que: 
1-x3)+3]<eo|lg-x|<es|x2—-4])<e> 
>-e<x-4<e54-e<x<4+e, 
Sendoe'>0,talqueseO<e<4,entãor'=eousee=4 então 
O<e'!<4,temos: 
4-e<4-e<x<4+e<4+€50<4-e'<x<4+4E'S 


>V4-e<Ix<v4s+te>v4-e<x<v4+eE'> 


x-2|<v4+e'—2 
5V4-€-2<x-I2<V4+4+€'-I>5!e 
x-2]<2-vV4-€e' 


Notando que 0 <vV4+e'-2<2-V4-e', vem: 
paratodoe>0,38=V4+e'-2,emquee'=eseO<e<4ou 
O<e'<4seez4,talqueo<|Ix-2]<s>|x2-4]<es 
e |4g—-x]|<e. 

De fato: 

o<|x-2)<s>|x-2|)<vN4+Ee'—-2> 
sV4-e-2<2-V44+e <x-2<V4+€'-25 
sV4-e-2<x-2<V4+€'-25 

o V4-e<x<Nl4+e 54 e<R<4+e 


>-e<x-4<es5|2-4|<es|4-x|<e'<e. 
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lim EE. 
x>1 e 


Devemos provar que: 


ve>0,35>0]0<bk-1]<3=[-55- 2|<e. 

Notemos que: 

Es -d<esce<rês-2<e52-e< a <2+e. 
x+2 x+ 2 x+2 


Considerando  ' > O, talquee'=ese0O<e<20u0O<e'<2se 
e = 2, temos: 


6 
2-e<2-€<9“2+te<2+2> 
: ; 1 x+ 2 l 
5 0<2-€e'< 19 S2+E 35 > E SE 
6 6 
>> >X+2>57 055 E 3>x-1>5%% 3= 
x-al<5, 
—3e' 2- 
=> T2X— > => 
2 2+e 3e'! 
k-1<sg 
3e' 3e' . 3 
Notando que 0 < 5; so paratodoe >0,15=547 70, 
emquee'-eseO<e<30u0O<e'<B3,see=3,tal que 
o<k-1|<3>pês- 2|<e. 
De fato: 
de ppsd| as fia 
2+€' 
—3€' 3e' 3e' 
Sd O VC Ea Da 
—3e' 3e' 6 
Sapo “Xi pTrE 3<x+2<5 E 3= 
6 6 q, x+2 1 
qo na DR 6 “asa 
52 -—-€'< 49 “2+e =>-E < 72 2<e'> 
| 8 2|< aos 
+ 2 ii 
lim XTA 
x=2X— | 
Devemos provar que: 
ve>0,33>0|0<|x-2 al<s»p2 ge 
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Notemos que: 

prá +22 4| x+2 x 

Xx— — 1 x = 
Rss e'>0,tal o e'=eseO<e<40u0O<e<4se 
e = 4, temos: 


g-e<4-e<liEcgre<gres 
svegapee ee: 
Xx= 4 
Considerando ainda que: 
x+2. x-1+3. íx-1 e 3 
x-1 0 x-1 “SA Ge A a 
O<4-€e'< E +i<4+€e'53-€'< É <3+€'5 
x— 1 X=4 
1 x— 1 1 3 3 
"as Ca “qeu * dao 
3 3 e e 
a qeiphcds sida Credo = 
e' 
REA 
> 1e 
e' 
x-2<5%g 
onda < 3-—p» temos que para todo e > 0, 
33-55 >0emquee'=e se0O<e<40u0O<e'<4,see=4, 
tal que: O<k-alcôo [2 dee 
De fato: 
£ 
O<k-2<ô=>k-2<575> 
1 e' e' 
aa O CSS ma CEE 
—e' e 
> po 4 2 grp i<x-2<30g 1.=> 
3 ” a 3 1 ad 1 
= qe A 3-2 3+E€ 3 3-6 
SGsdao crie d=de E +1<4+e'5 
Xx= 1 X=1 
: io y ad A RED : 
>5>4-€ E] e 4<e's> 
a 
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26. lim 2 =1 
x>—1 
Devemos provar que: 
ve>0,38>0|0<l|x-1|<e>|-—1|<e. 
Notemos que |x-1|<e>-e<x-1<e>1l-e<x<1I+e. 
Suponhamos que à < 1: 
o<|x-1|<s<1>|x-1|<1i>-1<x-1<1i> 
= 0<x<2e,sendoe'>OtalqueseO<e<1,e'-eousee=1, 
então O <e' < 1, temos: 
1-e<1-e<gê<1i+He<it+rtes0O<1I-e<yx<1i+tes 
sVliscarediros 


: , k=d]<VYi+e=-4 
5Vi-e-t<x-t<vi+e-1o>le 
x-1<1t-NVí-e 


Notando que0<1-—* 1-e <Vi+e'-1<1,temos que para 
todoe>0,35=1-NVi-e,emquee'=e,seO<e<1ou 
O<e'<1see=1,talqueo<|x-1|<s>|x-1|<e. 

De fato: 

o<p=1]<s=s|x-i<i-Vi-es 
sll=-g-fex-ieisfi-esaVlire-is 
sll-g-Legx-sgeVite-is 
sVli-gex<Visosi-g<y<1r+es 


>-e<x$-lt<es|-1t|<e<e. 


(1) 


28. a) lim (42 —- 7x+5)>24:12-7:145=2 
RA 
E 

b) im 62-22 -4+3) 2, 13-2:(-12-4-(-1)+3=4 
ao 

9 ia E O EC mm add 
x-2X2— 6x + 5 im (x2 — 6x +5) 22-6-2+5 

Ep 

8. 8 
"= "38 Ea ) 

de 32 -5x+4 (ya il, KOXT Amas, 
XE, 2x+1 lim (2x + 1) —1 

2 = 

à im Ses ta = = 

Kasa) 5.= 3X lim (5 — 3x) 14 


5 lim [5 Pta | E [2 2=5 ty 
x=2 48 + 3x 44 pao (o BA 


8 | Fundamentos de Matemática Elementar [ 9) 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


E Di aê = 3 
5 an (3x 2x — 5) (1) Eli (1) 4 
lim, (-x2+ 3x+4) 6 2 8 
xs 


; 3.0 042 - 2 
“9 -M-S Es (x 3x 2x + 


fe 


Lo 
8) Ea 2xX2— 9x +2 (Ly) lim (2x2 — 9x + 2) 


lesse aos 
32-36 +2 —2 2 4 


2x2+ 3x— 4 (204 soa 
Rum x 4d dim — x-4 
lim (2x2 + 3x — 


CE [E - E s 


i 3 ANA 
set SÉ x+2)m,[-240 204242. 
lim (4x + 3) Rd 
x> —2 
=ê E -VB-2 


» im [22EMEZ ty aa gg 1 
o 6— 4x Tim (60-49 


li 2 
E Pta ro (ERES NE, 
dim, (6 — 4x) a HE 


2-1 (XII) = 
30. a) ur Ee] = RR e (x + 1) 
. 4x2. 2-*3(2+%) o 
b) Rus 2+x RUA 2+x aruso ds; 
AD. ee DD o 
c) Ee DX 3 am X— 3 Ro Cad 
2 2 2 
o x-4+83 (x— 3(x— 1) 
Dim c=aso 4 AF” 
O o 
x X+ 2 ma ee) 5 
E 
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e) lim 2x +5x-3 lim á aos) = 
ci DE RPI A 2x te 2) 
2 
lim (x+3) 41 
od e 
a pe e 3 
2 
1 3 
a o ++) 
3 2x2 — 5x— 12 3 34 
x=—3 x= 5 2x— 4x + 5 
1 lim a[x+ 7 
Ei 3 ns 
a 3x 45) ss E Ea 
= x- 4 lim (x— 4) 1 dE 
x— —5 3 = 
a) 2 
) lim 2-1 fia (x—1)(x2 + x +41) — Es 2+x+1 
Seca Mo nes at RIO O 
i 2 
im be txt 1) 
CC dim(x+1) 2 
x =". 
h) lim B+% jm Lt 2M+4) | -2+a 
x--24-—-xº s--2 (2-x(2+5) x——2 2-—-x 
| 2- 2x+4 
EC bs 
= lim (2—x) HO 
x— —2 
ss = 2 
) lim * 16 fio AE 2x + 2x2 + 4) + 
x—2> 8 x—2 (x— 2(-x2— 2x — 4) 
i 2 
qu A Jim, (x O aê ã 
lim (-x2— 2x— 4) —12 3 
26 [x + É) 
o 2D2- 3x2. E di. 
32. lim DD>>—+> = dm ——— o = lim 2|x+ >)=5 
x—2 x— 2 x—2 x—2 x—2 2 
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3 
DRA KIID 204 345] | ã 
Sm Cd A RS dm 2x4 5)- 
A RR Rc q 
-2 (-3+5) 2 5) 3 
x +3x2 -x—3 o (x+ 1x + 2x— 3) 
35. a) | =| = 
dh = 0=2 > a WO GE = Dx + 2) 
eli Wes 4 
Pu ASS MAO 5 
b) hi Si a R= És RE) 
x—-3X])— 8x— 3 «-s(x— 3x2 + 3x + 1) 
pia éroe+ a 2i 
xs 2+3Xx+1 19 
o) lim E-DCre=da ii LDO =2044) 
x—1X—-4X+8x—-5D s-a1 (x 1)xX— 3x+5) 
ai x -2x+4 -] 
x 2-3+5 
a) lim tata pe = DIpé + 22 + dx = 2) 
x—2 X—-2x go x2(x — 2) 
= io x +22 +4x—-2 11 
x—2 x 2 
o 3-3+2 (x — 1)(x2 + x — 2) 
7. | = = 
dm 44x +3 sei K— 1 +X+x—3) 
Ei Reis? a a X— 1)X+2) 
x>1 8 +xX+x—3 «os(x— 1x2 + 2x+ 3) 
E ii 
x1X+2x+3 2 
rop rd =D) 


xd DO tod = 1Dx= do ja 

283 + 7X2+4x—4 x—-2 (x+2/22+ 3x— 2) 
o +22 BX—O o (x+2X2—3) 
= lim = lim = 
2x2 + 3x— 2 x——2 (Xx+ 22x — 1) 


b) lim 
= —2 


x> —2 

E o DES dl 

st 5 
RAE = DE dna) 


W=--2ri+A O 
(x + 1x2 + 3x + 2) 


x> —1 


E] A x +4xX+5x+2 
= jiu ES2É td o MAE = SA) 
x X+3%+2 x 1 (x+ 1)x+ 2) 
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I 


d) 


38. a) 


e) 
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xX+2xº—- 5x2 — 12x — 4 


0, 2X F 70 FX 12x 8 — 


ja (x + 2x3 — 5x — 2) Eita $=-5=2 0 
x—-2 (x+ 2/22 + 3x2 — 4x — 4) x 22x) + 3x2 — 4x — 4 


e ed DIE = 2x= 1) fia == 7 
x—-z (x+2/2x2—-x—2) x—--22X2—-x—2 8 


Dad 
- — ax + 
x-a X— a Xx—:a x— a x—a 

o q2-—x2 (a — x(a + x) 
x—-aad+x) x--a(a+x(x2— ax + a?) 
= lim —aTX o 2a (2 

x--a X2—- ax+ a? 392 3a 

xl o (x>otxolrx-2+m-3+.. +41) 
lim >>> = lim >>> | ww >>» + = 
e XE qa (= 1) 


lim (0-1+x-2+x-3+..+1)=14+1+1+..+1=n 


n 
Rd A aa DA) 


x1 X>1º soa (xo 1x lrxn-2+..+1) 


o xNoittym24.0+1 m 
ln. GESSO ai 


x-1 No 1l+ync2+4..+1 n 

xa (x-alnci+an-2+amn-3+..+anc1) 
lim ———— = |lm —D>>>—>—>—>—>—>— — 
x>a X— x-—a Xx—a 


li dg dent = 
X=8 


ada gr falo ds faici= 
a O a E an PP (Ri 


n 
xW-am — (x-albm-iram-2+am-3 +... +am=1) 


im" SIM Ds LIDO SÃO 
xaX-a s-a(xcabroirar-2+aW-3+..+an-2) 


jin CO FA ra Citar to. 
EC ada 


= e Mr AG E e a A Sa A 1 A 


Rs raia: pra 
M oam-y-n-9=10 .gm-n 
n n 
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40. 


41. 


a) 


d) 


e) 


f) 


PAR É SE ERRAR e UE a UR 
x>1 XT 0x1 (x a)vx +41) 
=im—1 = dm =À 

«1 (x-dlyix+1) x-iyx+41 2 
GENE sS de Nisa dis 
x=0 x x=0 (1+wx—1) 
= tim +00 = im — = 

co xi +V1=») x=0x14+V1- >] 

1 ã 

o Na É 
ja SRS O o QB = DNS + 2) 
x=10 x—1 10 (x-1)Nx+3+2) 

À 1 


lim ->=>>—— = 

x1yx+34+2 4 

== 2-1 00 (N1-2%=8-1)N1-2x=8+1) 
im ——>>——— = lim DDDD>>w>w[w[w>[>|——— 
x=0 A x—0 x(N1—-2x—42 +41) 

—x(2 + x) O x=2 0 


E res 2x—-42 +41) a RO XR+1 o 
Vi+x— V1-—x . (V1+x— 4 =xV1+x + =>) 


lim >>> = lim 


x—=0 x , x=0 x(V1+x+ V1—5) 

E ET +41 = 

irá V2x= Nx + 1 Vx+ 1 lim (V2x — Vx + UN 2x + Vx + es 
10 XT a=10 (x 1N2xX+x+1) 

a O E 

1 Dx rxrt 22 4 

ini Se Vi0=% a lê= ETR Cs FE 
x>10 Xº-1 1 (2 1/8 + 105) 

sim cd sm. 2 A 
Rim —-1(x+ 1/3 +V10-x) PE TETE x) 12 
im 22 Nx41 - jm 2 Nx+ahz+ xt a) 
x—3 X-9 t+9 de= DS n 
=(x— 3) al 


FA pd- 3(2+Vx+ TD x—8 SE 7) 24 


(RE =o O o NFS osso) - 
1X 3x+2 «oi (2 3x+ Dyx+ 342) 
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= 1 a! 
Ti De 2(Nx+ 3 e Ea olWx+3+2) 4 
— —-4(VNx+2+V3x-2) 


q jm, SÊ 2 ms — NV 3x— 2)(Nx+2 + 3x— 5) 
(x 2xx+ 2x +2+ 3x 2) À 
a o. 


lim 8 
e) Eai 
ei q E CRER CRER 


43. a) lim ZÉ nd EEE = SEEL+ONNES +. V2x+1+3)Wx—2 + 2) 


ma x2-N2 «cs (k2-"2)NDx51 + 3)NK=2+"2) 
- jim 2x2 +42)  2loN2) 2 


x—4 V2x+41 + 3 3+3 3 
4-N10tx. | (4-N1O Exa +10 +x)l2+ 105] 


b) lim —=== A da A Gr ad 
sea Vi0-x *ce(2>V10-»4+V10 Fol2ANiOo Do) | 

as ita AGO io DO 

x—6 (-6 + x)(4 + V10+x) x=6 —(4 + V10+x) 

as SBD 

-“(4+4) 2 

é im V3x+4 — Nx+4 

o (XEi-1 o 


= id (V3x+4 — Vx+4 Ky'3x+4 + Vx+4 Kyx+1 as) 5 
co (KEI — a)Narra + ra)NK + + 1) 

im DRA) Quo 

o Vxrd + Rd 272 

o os RO 
ARA Nx+2 —2 
| NRD2 NE RTOETATS NR +9) 
x—2 Nix+2= 2] +x=2 + We=x+2]lvx+2 +92) 
di 2(Wx+2 +92) ec 
2 24x 2 + MR -x+2 2+2 
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44 a) EE Si fo 
1 as 5x-1-1 
= tm 22 3x + 2— 2)/28 — 3x + 2 + 2)/32 5x + 1a) 
x—2(/3x2 — 5x—-1-1)/22- 3x +2+2)N32 - 5x-1+1) 
- tm 22-3x- 2/32 - 5x 144) 
x—2 (3x2 — 5x — 2)lV2x2 — 3x + 2 + 2) 
2(x — 2(» + ajhae —-5x-1+1) 
=l”m— + = 
O dig 2(x+ SJhze- + 242) 
1 
pas asia) usa E 
3(2+ ENE 67242) PRE So 
b) lim TER tinto A 
x—=-1 Vx2 + 3x+6 
ita ANTT ANTE <A) E 
x=-1 (1x2 + 3x+ 6— 2)V3x2 + 4x +24 1)Nx2+ 3x + 6 + 2) 
- jm Bt + INR+ + 6+2) | 
x 1 ((2+ 3x + 2/32 +4x+2+1) 
afe+ ot nb FIrE+ 2) 
s=04 (e + 1x + DNS E dx A D+ 1) 
(= + Sui-3+6 +92) 
(+ 9N3- 44240) 
do Shi AEE Rx 1 — Ne 1 + or D+) o 
o Como abr ap+ Mia) + a) 
E (es 1) =4 o. 
NET +12 no +1) +) 
nd 
To Vk + dp PTE +1 3 
É NC (x + 0x + 3p+ 3 +) 
im WWW L[[[[wW>——T— — 
3 1 x-1Dx+3- 1x apr ox 3+1) 
= li Err 38+1 3 
x> —1 2 
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“ RB-2x+x2-2)Áfs— 2x+x2P + 2Y8— 2x+x2+4) 
o.  yi-xN(8-2x+xP+2N8-2x+x2+4) 


==) 
7 e e 
o (1— AMB = 2x +07 + 2)8= 2X 40 + 4) 
E =. = cd 
iNfea + 2N8+4) 8 
3 
1-NV1-x 
47. li E 
ABA 
dia li="a=x)i+N2=x+ ta = 2a — Yax= 1P + Vac 1) 
x—0 [14 N3x— 11 3x t+ lx 1PJa + NL — x + (1 — 0) 
o Micerflicos .1=(-0+1 04 
«Oo 3 +41 LR = 31+1+1) 3 
b) lim So-a-2 — 3x— 2. + 
Mu ra e 
- qm N2=3- 2io— 38 + AD 3x + aka - Notar Vero ap) 
x——2 (14 8x+ 3)1— Nox + 3 + Nox + 3PJRIO — 3x2 + 232 — 3x + 4) 
= jm cBi-Nax+3+Mex+3P) csu+1+0) 3 
x——2 2(R(2 3x2 À 2892 3X 4) 2(4+4+4) 8 
a Es. 
E 2 Nox — 5x+3 


= RE ir 3x2 — 1x +12 -V32 = 1x + 141), 
x—2 ADE — 5x + 3-1 (DX — 5x + 32 + ND — 5x + 341) 


RO xEsp+ ND 5x+3+1) + 
(Vax — 7x+ 12 - N3x2— 7x+ 141) 
af = ajrra —5x+32+ 2x - 5x+34+1) 


mA = 
"=? fx SJfiae- 7x+ 12 - 3x2 — 7x+1+1) 
“51+1+41). 5 


“34+1+1) 3 
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As. dE me O 


-1Skx-2+41 0 
é (V5x+ 4 NES 3 Nx — 22 -Nx-2+1) 
= ET Yx-2+1)V5x+4 +43) 
= jim NGS Ed Goa O 
x>1 V5x+4+3 3+83 2 
Ei Nx-2-2 
x>2 ix-1 
ii RE a lo 2) + +4Vx-1+1) 
2 (Nx-1-1)yx- 1+1)N(5x +235x—2+4) 
= 5tix - 4 aj, na 
AICTE 2+2/5x—-2+4 4+4+4 6 
o). m NX 5x+6-—2 — bx+ 6 


1 4x2 — 3x + 1 +10 


(3x3 — 5x+ 6 - 2)V393 — 5x+ 6 + 2) 
=83441 1+ )N(2 — 3x + 1) 
Rw-a+aP-Ne-ax+1 +) 
(V3% — 5x + 6 + 2) 


E (32 +3x-9)N02-3x+ 12-32 — 3x+ 141) = 


x=1 — 2/36 — 5x+ 6+ 2) 
MAPA 
“MO +D o 
3 
50. a) lim Nx +14 


3 
Fazendo Vx = y > x = y2, vem: 
ig a 


>—— = lim E 6 lim as Es 
y=17+1 y-ay+102-y+1) y-a P-y+1 3 
by tim SEL 


3 
Ro x = (4/x) =yê eR 


2 
= (Ax)É = y2. 
as 12 +y+1) Piy+i 3 
] ] = | = 
Re] dm, E CENEE! Rua 2 
gui x —4 
x>1 fx —1 
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Fazendo Nx = y vem: x = (12e)" =yte ix = (12x) =8, 


im LL o jm P+Ug+dy- | eray+a) 4 
y=1Y-1 y-a1 y-Dy2+y+1) y-1 Y+Hy+1 3 
d) lim Vvi+x—1 
SON = : 
Fazendo V1 + x = y, vem: 1+x=(41+x) =y e 
er re 
im EL esti DU dA CEGA O 
2,71 9-1 G-9)4+F9) yo yY+1 a 
xx — ava 
51. aj lim CEE 
ca Nx = a 
Fazendo Vx = y, vemx = y2e Va = z, vema = 22. 
Além disso, lim Vx = Va =z= lim y. 
x—a y->2z 
2.yv— 32. 3-—- 33 = 2 2 
fin EE E pa Venta 
y=2 yZ y>z YT y=z yTZ 
=lim(y2+y+27)=32= aka. 
yY>Z 
A 
E pi Xx=4 
Fazendo Vx = y vemx=y' e lim Vx = a 
x— y— 
o y=d . y-1 
| =lim— rr ——————— = 
ya y—1 ri g= 0 Ley EF yFA) 
E O 
Pa ie Pa yri tifo Firi on 
o NK=4 i 
é dim E 


ai Re = (Mb) = yo 
Fazendo Vx =y> e 
x = (Mix) = ym 
Além disso, lim Nx =1= limy. 
x>1 y>1 
. WI. y=1p-1+y-2+..+y+41) 
y=1 "> 1 y-a (yo 1ymieym2+.+y+41) 


n 


= tm LtyDtdy+hA O dhihatiti n 
yes yr l+ym + +y+1 o 1+1+..+1+1º m 


m 
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x>a X—a 
X=ysx=y 
Va=75a=7 
lim SL = 
y>zy —2Z 


E lim Vx=Va=z= limy 


x—a y>z 


YZ = 
a VP TA ye Dr Ss) 
1 
CU O arenas 
1 1 1 


Va 


 nNaP Na) 


ERERE 


li ii 
soa Nx — Na 
Fazendo: 
“=| 


Além disso: 


Va 


a 


Ye = (NG) = 
e = (MG = 


(Na) iz 
(Na) = m 


im Nx ="Va=z= limy 


x>a 


Assim, temos: 


= lim 


y=z yr t+ yo 


nois gno2. 
o gnm-14 gm-2. 


n("Na)" =) 


ERR o 
ma m 


y>z 


“2.72+yWN 8.2. +... +ymo 2 + qm 10 


ZA SA boot gm M-À 


Ae E 


al, 
m 
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(y-27(p-l+yp-2.2+yW03. + +yno2 + od) o 
gay Up E MS a yr Sa) 


yorltyo2.z+ypo38.2 + ty 24701 


[e] 
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52. a) lim f(xX)= lim (3x—-2)=1 
x— 1* x— 1+ 
b) lim f(x)= lim (4x+ 1)=5 
x— 17 x = 1" 
c) Não existe lim f(x) porque lim f(x) £ lim f(x). 
x>1 x— 1+ x— 17 
53. a) lim f(x)= lim (3-2) -=5 
x=— —1* x— —1+ 
b) lim f)= lim (4—-3)=5 
x— —17 à dec ER 
c) lim f(x) — 5 
x— —1 
54. a) lim f(x)= lim (2x—-5D)=1 
x—3+ x— 3+ 
b) lim f6)= lim (4-—- 5x)= —11 
x— 37 x— 37 
c) Não existe lim f(x) porque lim f(x) £ lim f(x). 
x—3 x—3+ x— 37 
55. a) lim fxX)= lim (x—- 1)=1 
x— 2* x— 2+ 
b) lim fo)= lim (1-x)=-3 
x>— 27 x— 27 
c) Não existe lim f(x) porque lim f(x) 5 lim f(x). 
x>2 X = 2 x=— 27 
56. a) lim f)= lim (8-29)=2 
x—3+ x— 3+ 
b) lim f)= lim K2-3x+2)=2 
x— 37 x— 37 
c) lim f(x) = 2 
x= 
57. a) lim fx)= lim (-2+6x-7)=1 
x— 2* =D 
b) lim fo)= lim (22-3x-1)=4 
x— 27 x— 27 
c) lim f(x) = 1 
x>—2 
o x+al 
59. f(x) = XrÃ 
—]Jx+1,sex=-—1 
ds, 
E o efíi XE. = 
a) BR fo) = Elm x+1 0 Eu e 
= qua, ERP q ai 
e a qd 
c) É lim f(x) porque lim fo) lim f(x) 
x>—1 = —q* x> —17 
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60. 


61. 


62. 


|3x — 2] 
fo) ="5 ax 
3x— 2, sex== 
3x — 2] = > 
(3x — 2), sex < > 
3x — 2. 3x— 2 = o 
a) lim f(x) = li EXE mA 1) q 
13 +="3 3 a 
= (3x — 2) . 23X = 
b) lim f(x) = Lua = 0. na 3X La 
= X= 5 x— 5 x= 5 
c) Álim f(x) 
“É = Br 4 
= R=al 
e=ái= x— 1, sex=1 
* 2|-(x-1),sex<1 
— Bx+ 4=(x—- 1)x— 4) 
7 : (x — 1)(x — 4) . 
| fo) = | DD = —49)=-3 
E PRudi (3) ge e (x — 1) = E fx 
- (x — 1x — 4) - 
a is 
c) À lim f(x) 
-1 
-|3x22-5x- 2] 
f(x) = X=9 
3x2 — 5x— 2, sex<-Soux=2 
3x2 — 5x— 2|= 1 
(3x2 — 5x — 2), se 3<x<2 
Além disso, 3x2 — sx 2=3[x+ + Eu 2) 
dire 
a) lim a abs 5-7 
x— 2+ x='2 
=3 + 5) (x 2 4 
lim m dm [cafe + S)=—7 
x—2- X=— 2 G: 3 
À lim f(x) 
x>—2 
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x] — 6x2 + 11x — 6 
x = 2] 
x — 6x2 + 11x — 6= (x— 1x — 2x —3) 
x-2]=[ x-2, sexz2 
—(x— 2), sex <2 


63. f(x) = 


X— 1x— Dx — 3) 


a) pt x— 2 Pi pe 
(x — 1x — 2x — 3) = 
b) dm o >= lim [-(K- Dk 3]=1 
c) À lim, f(x) 
ea To 
64.  W=T52>-9%+10] 
(2x2 — 9x+ 10)= 26 2) -Sysex<20x=5 
[2x2 — 9x + 10]= 


—(2x2 — 9x + 10) = -26-- 2] -Sbsezex<5 
xX —- 4x2 +x+6=(x+ 1)x— 2(x— 3) 
(x + 1x — 2Xx — 3) 


a) lim fO) = lim, = o Ro E 
x>2 x—2 ape a 5 x>2 2 -5 
(x + 1)(x — 2)(x — 3) (x + 1x — 3) 3 


b) lim fo)= lim ASSES SL = lim SAS 
x—2 XD 24 — 2)[ 5 x— 2 2, 5 
c) À lim, f(x) 


65. a) LUA [xl=1 
b) lim [x]=0 
x> 17 
c) À lim [x] 
x> 1 


9) lim (K-[)=1-1=0 


e) lim K-[)=1-0=1 
9) À fui (x — [x]) 

8) lim (K+D)=1+1=2 
h 


— 


im (K+)=1+0=1 


) À lim (e + Ex) 
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3x—- 2 sex>-1 
66. f(x) =13 sex=-—-1 
5- ax sex<-—1 
lim f(x) existe se lim f(x)= lim f(x) 
x> —1 x— —1* x— —17 
lim f)= lim (3x— 2)= —5 
x> —1* x>—1* >55+a=-5>5a=-10 
lim f6)= lim (D-—-ax)=D+a 
x> —17 Ku = 


— ]J4+3sex=-—2 
dd pe 
lim f(x) existe se lim f(x)= lim f(x) 
x— —2 x— —2+ x— —27 


lim f(x)= lim (3x+ta)=-6+a 
x + x— —2* 5 -6+a=-55a=1 


Gs. to=[5 5-2, sex? 
3-ax—-xº sex=2 


lim f(x) existe se lim f(x) = lim f(x) 
x>2 X= 2 K =D 


lim fx)= lm (3-ax—-x)=3-2a-4=-22-1) 


x— 2+ x—2+ 

3x — 2) + 5) í Rá 
O Red qi afe + 3)- ' 
>-2a-1=75a=—4 


O ERRO NI — O infinito 


f(x) 3x — 4 
70. a) == 
eo) K2P 
f(x) 
Notemos que —— > O quando x 
US (x) 7 29 
está próximo de 2. 
o 3x— 4 
E lim > = +oo, 
ntão EUA (x = E oo 
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f(x) 


b) > = 


g(x) 
f6g) 


g(x) 
tod 
g(x) 


fo) 
S) g6) 


f(x) 
g(x) 


fo) 
g(x) 


f(x) 


d) —— = 


g(x) 
f(x) 


g(x) 


ico 
g(x) 
fo) 
º) 26x) 
f0) 


g(x) 


fo) 
g(x) 
fo) 
g(x) 
f(x) 


g(x) 


fog) 
g(x) 
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2x +83 


Ix + 2] 


f(x) End 
—— > O quando x está próximo 
g(x) É E 


de 1. 
E 2x+ 3 
Então, lim ———5 = +00, 
ema iz 
f(x) E 
—— < O quando x está próximo 
go) S Ud E 
de 1. 
1 = 3X 
Então, lim ———— 5 = —o, 
o eme É 
f(x) 


—— > O quando x está próximo 
go) 704 á 


de O. 

2 — 
Então, lim E o 2 = +00 
f(x) 


—— < O quando x está próximo 
go) SUA P 
de —1. 


bx + 2 


tão, Mm ra? 


f(x) o apa 
—— < O quando x está próximo 
go) SA d 

de —2. 

2x2 + 5x— 3 


Então, lim = —0, 
x>—2 |x + 2| 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


72. ) 
À esquerda de —2, MO O. 
g(x) 
x o x+4 
Então, Ra E 
b) fo) . x+4 
g(x) x+2 
Pelo esquema anterior, verifica-se que à direita de —2, En >0. 
= ; x+ 4 
Então, a, a +00, 
f) 1-=2x 
O go x—3 
f(x) 
À esquerda de 3, Wo. 
g(x) g(x) 
” . 1-—2x 
109, Então, A: o Ta 
g(x) 
d) Pelo esquema do item anterior, à direita de 3, En <oO0. 
a . 1-— 2x 
Então, lim —— = — 
x>3t X—3 
e) fo) — 3x +2 
g(x) 5 -— 2x 
f(x) so 
À esquerda de EA cm. 
g(x) 2º g(x) 
Então, lim Ei +00 
fo e DSR 
969) + 
: Da ne tita 5 f(x) 
f) Pelo esquema do item anterior, à direita de > gx) <O0. 
Então, lim RE o 
; 5+ 5-— 2x 
fe 
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) fo) 2x+83 
go) (X-1P 
Tl) — SE * »x 
À fo) 
À esquerda de 1, E) <0. 
g(x) —— x 
a : 2x + 3 
fo) DE x Então, Rus (x— 1) = —0o, 
g(x) 
h) Pelo esquema do item anterior, à direita de 1, ar > 0. 
2x + 3 
Entã lim = = +o0, 
O da x apo TO 
) Iw) . 22 —-3x—5 
g(x) (2 — x) 
Tl) x : 
À esquerda de 2, O 20; 
x g(x) 
g(x) 
a o 22 —-3x— 5 
fo) Rc = a 
96) 
j) Pelo esquema do item anterior, à direita de 2, E >0. 
2- 93x— 
Então, lim ESSO. +o0, 
x—2+ (2-x2 
73. Provemos que: 
vMm>0,38>0|0<|x-o|<a=>f(y)>mM. 
Como lim x2 = O, temos: 
E 
É cado 


Ve>0,38>0|0<Ix-O|<3=x<e=> > 


Chamando = = M, temos: 


E 


vMm>0,358>0|0<l|x-o|<s=>f()>mM. 


e o 
74. a) lim q =" 


Para x < 0, ft) = — Ei 


Provemos que: 


yvm>0,358>0l0<Ix-o|<s=Ifyl>M. 
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76. 


77. 


78. 


80. 


Como lim x? = O, temos: 
x>—0 


ve>0,33>0]0<k-0<ô=|i<e=[5|> +. 


Chamando = = M, temos: 


vm>0,38>0|0<l|x-o|<s=>lIfty|>m. 


1 


Analogamente, notando que para x > O, f(x) = EE >0. 


lim (2x+3)= lim (2x)= 
x— +00 x> + 
lim (4-5) = lim (-5x) = + 
x— —o x— —o 
lim (5x22—- 4x+3)= lim (5x2) = +00 
x— + x>— +00 
lim (4-x2)= lim (-x2)= —o 
x— + x— + 
im (32 — 4)= lim (3x3) = —o 
x— —o x— —o 
im (8-x3)= lim (-x3) = + 
Xx— —o Xx— —oo 
im (> 1)= lim (xº)=+0 
x— + x— +00 
(n E NX*) 
+00, se n é ímpar 

lim (12-x")= lim (=) =| cd 
RES X= —o —oo, se n é par 
(n E N*) 
j Rs 
Ra Re —-o, sec <0 
(c E RX) 
(E) Ro. 
lim |[—|= 
x— —00 À C —o, sec > 0 
lim VX2-2x+2= lim 2 = im x = +50 
x— + x— + id e 
im 2 -3x+5= im VX = im xl = +00 
x— —oo — 

3— 2x 2 
ao x +10 x— +00 5x 5 
im 4-3 im E-4 
x—-o 3X+2 0 y--o 3x 3 

x2— x2 
= — = =+ 
Re x+ 1 x>— + gn sá 
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ins Ô 
a qi q 
mc EA mein ls 

x=to BO HDX — XD 4a 40 3X sto 3X 
f) lim Do = lim E lim = 

x—-o 8X — 1 o 8X as 1X 
Bim e Se A fa | Se a 

x—-o (x+13—-x3 «oo 3X +3x+1 

= lim : lim Eq 

x— —o0 3x2 xi por Ad 3 

2x— 3)3 8x 

DSR DRT af, 56d, 8=8 


(Neste caso não é necessário efetuar todos os cálculos. Basta 
obter os termos de maior expoente.) 


rise sms me el 
Xx— —o0 2x(3x + 1)(4x — 1) Xx— —oo 24x2 Xx— —o 24 8 
= po RA E 2 5 
tm CE Cs ao im = fia Tiso 
x— +00 x x—+o X x— +00 
o tim LEA po Lo afr ro aftoe 22 (em a] À 
rega (2x + 38 En (2x + 38 
= ij DEM BRAS AD o 2d 
x— —o0 (2x + 3)3 x— —o0 8xº x— —o 8 2 
YxX2+x+1 fi +Ã +) 
82. a) lim Ed = dm — 1 = 
x— +00 x— + d1 a =) 
Mo (1+5+ 5 14545 
= lim 1 = lim 1 =1 
did (145) NE soe ji> 
X X 
ni 
DC + x 1 á uid 
b) lim E RR lim 
a e PER a dt + > 
RERER ao RE 
E EX ; Xx x 
= lim = lim 1 =-1 
PA E 
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Es 


fa 20 = 5 ja ==. 
x— + Vxt+1 Xe shrdo 1 
(145) 
2 — - 2 
= lim AH So. iii e Jim DE 
PE Lepss x> + x— + 
N x 
a 2x2 — 3x— 5 
1 DEFI 
a : 2x2— 3x— 5 , 
Já vimos, no item c, que lim —>>>>— = im 2,isto é, 


x— + Vx4+4 x— + 


Xe e ” X o 
See aa) aee 
XV X XNX 
= lim Ea lim Vx = + 
x>+0 1 x— +00 
= +1 
xx 3 
da + A) 
lim x + Nx = lim 
Sm Rd esco = 
ç » ' e(1 + 5) 
d 
1+ 
2 
= lim 41) = lim —>=0 
Ka 00) d(1+ 5) x—> —o X 
x 
x ' x 
li TRE = lim É 
— —o0 = x— —o 
x xº — 1000 ep (12) ] 
x 
x 
= 'lm ——>.= = lim =1 
—e —ão 3 ES Sm 3 
, aja (88) * Ja (28) 
x x 
3 3/x2 145) 
Yx2+1 x 
li CET lim 1 no 
x— + x + (145) 
x 
Vx2 3/1 + > 3 1+5 
= lim L = ms 1 =0 
dido (1+5) Pa Ta +) 
x x 
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84. a) lim N2+3x+4-x)= 


x— + 
Ein (N2 + 3x + 4— x) + 3x + 4 +) O 
x— + x + 3x+4 + x 
x)3 + £ 
A 3x + 4 : X 
= lim —-—=—— = lim  —=—==EE— = 


pb A RD RS d 
x 


1445) + 
X X 


E 


b) lim (x2+3x+4-x= 
(x + 3x+4- x +3x+4 +45) 


lim EP e 


ae (2 FB A +] 


Cc) tim (Vx+ 4 -Vx-2)= 


o E (Vx+ 4 — Vx— 2x + 4 + Yx— 2) = 
+= te XFA+X-2 


— = já (2 -x+ 1-2 -x+1 45%) + 
dim x+1-5) E INES 


(2 +41 X 1) dim, o E 


= lim E FR 
x— +00 / / 
x l+tg+ E 


e) lim = 
x— + 
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9 dim WVxX2-4x+5-VX2-3x+4)= 


=” RES 4x + 5-Vx2 — 3x + 4x2 — 4x + 5+Vx2 — 3x + 4) 
A NE = 4x 55 + = 9x 4d) 


Eid! 
g) ps -N$+4)= RE 


; —4 —4 
lim 


= > ww» = lim > ww» 
CE x+ 1+5 Cear [146] 


2 = 2 
im Nracrb-)= tm MErec ibn + ext bis 
x—+ xt hoo 52 + ax + Db + 


ne 


=0 


3 
85. a) lim LE 2 = lim 


3 
x— +00 Nx +41 x— +00 dê 1+3) 
al 
b) NxoNlx+1o pe id Va( 1+5) - 
rr Nx 3 ml 145 - 142) 

(1 - 14 5)f1+ 142) sê AS) 
= lim o dé Hr. 
e fé 14 3)1+ ERA És 1+3) 

x x x x 

Af424 142) 

x x X 
= lim 1 
te 57, 100) 
x 
o) ii Vx2+2xXx+4 —x 
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(V2+2x+4-xN2+2x+4+x(x+ Nx — x+ 1) 


x +e (x 2-x+1)x+VxX2-x+ 1X +2x+4 45) 
(2x + 4x + Vx2 = x+1) + 


= lim MIA IT O 
x=+0 (x— 1x2 +2x+4 +53) 


ze (14214 aa 
X X X 


= lim E AR ES ID 
cd e (111424441) 
x x x 
im (xs sx+x)= dim x + «(1+5) = 
x— +00 x— + x. 

1 1 1 
= lim jx+vxo[1+== lim x ERA 14 |- 
= +o 

nm x + Nx+ x 
x— + X 
Pelo item anterior, lim x+Vx+ Nx = lim Vx=+0. 
— +o = Ego 
Então, vem: : á 
x + Vx+ x NX 
im —>>>>—>— = lim — = dm — = 0. 
Xe = doo x x—>+0 X x— + x 
ali eqo + =) 
is DRE sq o E ME RS 
Xe: + os V4x+1 x— + 1 
4x|1 + —— 
4x 
Vala a a = 
a dx Nx) 4 
dra 2 
O la dd 
4x 


Dado um número real M > O, temos: 
yvMm>0,3/M>0|x>YM=5>xX>M 
então: 


lim x? =+o 
x— +00 


Dado um número real M > O, temos: 
vMm>0,3-VM<olx<-JM5xX>M 
então: 

lim x2 = +00 


Xx— —oo 
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88. a) Dado um número real M > 0, temos: 
vM>0,3/M>0|x>IM5xX>M 
então: 

lim x2 = +o0 
x— + 
b) Dado um número real M < O, temos: 
vM<0,3/M<O|x<AMS5X>M 
então: 
lim x2 = —oo 
Xx— —o 


O po — Complementos sobre limites 


sen 3x . 3 sen3x) 3 
3x 


90. a) lim —— 
Eua 2x x— 0 


b) lim SEN2X — qm (2. x )- 


x—0 Senx x>0 2x sen x 
ET senax  m[a.Senax] a 
x—0 bx x—olb ax b 
d) lim senax mm (2. sena, bx). a 
x—o senbx x-olb ax sen bx b 
e) lim gor e 2 sen2x 1 =» 
x-0 3X x=0 48 2x cos 2x 
em 2 senZ. 1 2 
x-0 13 2x 2cosx— 1 3 
tg = a senax 1 E 
La = dm (2 ax cos ax 
— lim (2. sena, 1 - a 
x—o lb ax 2cos2ax— 1 b 
yo 1-cosx | li (1 — cosx(1 + cosx)| 
8 x>0 x—0 x(1 + cos x) 
fe L=cos Ri. fis (sen x2. x E 
x— o |x(1 + cos x) x—0 x? 1 + cosx 
hi 1-secx |, cosx— 1 , (cosx-— 1)(cosx+ 1) 
o) x2 x—o X2cosx  x-o X2cosx(cosx+ 1) 
O Gm OR TR 
x—0 x? cos x (cos x + 1) 2 
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+ 
tgextsenx (pena. 1 + SEX) 2 
x>0 


x— 0 X X cos x x 


1 — cosx . (1-cosx(1 + cosx) 
lim ————— = lim >>>» = 
x—-0 X- senx x-0 xXx: senx(1 + cosx) 


(e x x i ] dl 


x2 senx 1+cosx 


2 


x+a x— a 
—2 - sen - sen 
. COSX— cosa : 2 2 
=lrm—————— = dr —— o = 
x->-a x— a x-a x— a 


sen (x— a) 
im fExctga | Cosx-cosa | 
x—a x— a x-—a x— a 
sen (x — a) 1 = o 2 
x-a —cosx-cosa) costa “8 
cos a — cos x 
sec x — sec a cosx- cosa 
o da Ca Rea 
x+a x— a 
> Sen 
NERo (x — al(cos x - cos a) E 
x-a x+a 
“o io - Sena 
a x-—a cosx-cosa| cos2a 
2 


. Senx— cos x - Senx— cos x 
lim ————— o — = lm >> TT 
m 1-tgx T sen x 


X= = x—— Es 
4 Cos x 


—2 - sen 


sen 


= seca-tga 


4 


; —Cos x (cos x — sen x) T 2 
= lim —>——ww)»>»>»>»>»>—+—| = —G0S— = —— 
m cos x — sen x 4 2 


sen x 


———— — Sen x 

. tgx— senx , Cos x 

lim DO aa RDa lim aaa ado 
x—0 sen” x x—0 sen” x 


senx(1 — cosx) hi (1 — cos x)(1 + cos x) 


x—0  sen?xcosx x— 0 Senxcosx (1 + cosx) 


; sen? x : sen x 
= lim ww > - lm >> + ——>»— + - 0 
x— o Senxcosx (1 + cosx) x— 0 COS X(1 + cos x) 
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f) lim 


x>0 sen x x>0 sen x 
= lim (3-4sen2x—-2cosx)=3-2=1 
> 0 
É =eah 2x + SR am 2x — 3x 
cos 2x — cos 3x . 2 2 
DO sn ns = |m DD DD — = 
x— 0 X x> 0 x 
Den cano ds sn 
2 2 . 2 2 
x>— 0 X x> 0 X 


II 
35 


sen(x+a)- sena fin senxcos a + sena cosx— sena 
x— O x x—0 DA 
senxcosa+sena(cosx— 1) | 

x—0 x o 

+ (cos x — 1(cos x + t) 


-cosa+sena: 
x x(cos x + 1) 


ã X cosa - Xsena senêxi a 
x>04 X (cosx+1) x 


cos (x+ a) —- cosa . .. COSX-COSa — senx: sena — cosa 


) lim >" = lim 
x—>0 x x>—0 DA 
; (cosx— 1) senx 
= lim [cosa — —— : sena)= 
x> 0 X 


lim 


x> 0 


see x— 1Xcos x + 1). — Ssenx 
x(cos x + 1) 


Il 
3 
To 
x 
a 
MO 
2) 
Õ 
fab) 
| 
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[e] 
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3 
t— 3x 


T 
2(oos — — Cos ' 
lim = 


á 
K lim 1-2cosx | lim n 
m— 3x = m— 3x x— = 


o 1-x q x2 
) lim >>> = lim [>>> - >>» | = 
x—1 Sen mx  x-1isenmx sen mx 


EE ES 


= lim 
TX Ssentx sentx T 


x—>1 

Cos 2x 

m) lim = 
x— E C0SX— Senx «—T COSX— Senx 
(1 — cos x)(cos2 x + cos x + 1) 


x> — 


- 1-cosx ; 
n) lim === lim 5 
x—0 senx Pi sen? x 
— (1-cosx(1 + cos x(cos2? x + cos x + 1) 
= lim 7) = 
x>0 sen*x-(1 + cos x) 


= cos x+tosxkI). 3 
1+cosx “2 


0) lim 
x— 0 x %— 0 x 
senf — k 
— dim, (a—b) EE edtrepdaos 
> )X 


X="0 
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a) lim x — sen 2x = lim 
x-0 X+ sen3x - x-o sen Sa) 


sen 2x 


1-2 DX 


1 

='lm——=S—-— 

EO 1 4 3 SN 3x 4 
3x 


lim L-cosx jm (= cosx(1+cosx) | 
8 x? x—0 x*(1 + cos x) 

sen? x. 1 “ 
x 1+cosx) . 


= lim 
x— 0 


TX T TX 
Cos —— sen [z Es =) 


Vi + senx-— V1 — senx 


UU lim ——>>>—>—>—>— = 


x 
= ia (V4 + sen — 4 — senx(N1 + senx+ V1 — senx) 


x=0 x(V1 + senx + V1 — senx) 
sen x 1 


x>0 x V1 + senx+N1-—senx 


1 


93. a) lim x: sen E 


— 


Fazendo y = — 5 x= E parax— 0,y — +00, 
Temos: y 


: 1 
b) lim x: sen— 
x— + X 


Fazendo y= [=x = Se parax— +,y— 0. 
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Então: 
lim x-sen>= lim E =4, 
x— + X x>+0 Y 
TX 
Sli 
en 
COS = 
2 
1-x . 2 
= lim E “lim A, 
1 gos a X— 1 
— 
2 
T 


(ver ex. 925) 
lim cotg 2x- cotg(Z — + = lim cotg 2x: tgx= 
x>0 2 x>0 


- im COS2X, senx Lo, cos? x — sen? x Hh 
x—0 Sen2x cosx «x-o Cos x 2 Cos x 


= lim, == lim (x + 2) 
fin3 e ge Cega CaBi=Bi 
x>2 
1-x  1-% A 
á El (apr ns (à -2 i 
Im —— = — = — = — — 
x>1 2 2 2 2 
Ed +2 im, Ee Se 12 im et = 2) 
LR PER 
x>1 
lim 
x>1 (X— 1) 
= =90=4 
x — 642 + 11x— 6 --6+11x-6 
lim (5) xX—-3+2 o xX—-3+2 - 
x>2 3 3 
(x— 1x — 2Xx — 3) E = 
Dc = Dk- 9) 6-5) E 
3 3 3 
x=1 o x=1 x 9Nx+1) AR 
ET 1) 
lim eX1= ki = iba nr+] - ção Oo 
x>1 
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D+ 

PE 

= 

ES 
Rs 

O | 
AE eai 
sa E 

| 

NO 
a 
D|hH 
——— 
15 
E 

x 

| 

NO 

| 


x — 1x — 4x + 2) 
o (eye meira OR E cid DIVX + 2) E (2º e ie 
e 


e e 
x2+3x+2 (x + 1x + 2) 
dd. dl dm esoreçra qo rp a 
= lim lo os gg E 2 
ams Es 4 = 8 3 5 
x>% 0. XL => x(1+x%) = AE 
b) tim, ERRA og mA — im log(1-3)=0 
9 im ent = tim en Lota) 
3 x+1-2 »-3 (x+1-2Nx+1+2) 
- nc ed 
dp im me É = 
fen=o V6+x-—2 
a io jog 3=N1 — Axf3 + talo + x+2) 
——2 (N6 +x- 2/6 +x+ 23 +V1- 4x) 
= is E a2+mNo+x+2) log HG + x+ 2) 
x--2 (2+x(3+V1-4x) x=-2 " 3+V1-4x 
- 185 
3x x]8 
103. a) lim (145) = lim (1+5)] = e 
x — +00 x x— +00 x 
x+2 2 
b) lim (145º = lim [(1+5) (1+5/)-e 12=e 
x— —o0 X Xx— —o x 
c) lim (144) 
x— + X 


Fazendo z = y, temos: 


x 4y y]4 
lim (1+ 5) = lim (1+ 5) = lim (1 +4)] = e" 
x — +00 X y— + y y>— + y 


Fazendo > = y, temos: 


dep fe e] =e 
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e) lim (1+ SF 


x—> —o x 


Fazendo 3 = y, temos: 


do [as qm [os DP am os DÊ-d 


a X 
E ae eo 
) cm (a 2) 


x 
Fazendo ar y temos: 


X ay y]à 
lim (1+3) = lim (1+5) = lim (145) = ea 
x— + X x— + y x— + y 


g) lim (142) 


x— —o 


X 
Fazendo a y temos: 


x|b ay)? yJab 
lim [1+2)] = lim [ERRA = lim [ERR = ea 
eai E y=—s ) y——e y 
lim É j- lim de ii (2 
x— + x+1 x— + x+1 x— + (1+5) e 


X x 
104. a) lim (1 = +) = lim Ê + (5) 
x — +00 x x— +o x 


Fazendo — = y, para x — +00,y — 0, 


E 
— 


— 


Assim: 


NTh -d Ed 1 
lim (5) = lim (1+y) “= lim [1] =e1=— 
x— + x y—0 y—0 e 


1-2)= am Juo(-2] 


Fazendo Í = y, parax— —00,y — O, 


mio toi] eg 


RA 
3 
AT Ss 
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Fazendo + = y, para x — —o0,y — O, 


1 


ande) meo" = solos?) =eo-5 


Ro 
x 
= 
13 
8 
RR 
[ 
I 
Rc) 
x 
II 
x 
| =: 
RE 
8 
= 
HR 
+ 
| 
x |w 
——& 
NO 


Fazendo = =y parax— +0,y — 0, 


2 


om (BT = um eres) = im fooiP] -eo-& 


x+4 4 qu AY 
X 
106. a) lim (5) - lim [Lo] = Iim X | = 
x— + —3 x>+0| X— 3 x— + (-3 
x 
4X 
lim (1-5) q 
Xe af APRE A 
er 3 e 
dm (1-5) e 
x+2 4 14 2) 
X 
pi tm (É = im * |=lim Hj = 
x>— —o0 x+1 Xx— —oo x+1 x— —o0 qu À 
' x x 
lim (143) 
O x—>—» X par 
= - = 
lim (1+5) e 
x— —o0 X 
e a ei 
c) li 3) - lim 3 = lim Sw = 
x— —o0 x— —o E x— —o0 (15) 


X 2 878 
lim (1+5) E E 
x— —o 
X 4 x+3 4 Xx+3 
— 44+3 x e 
8) dm 5) ri = 4. q, qo À E 
X X 
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x 3 
1-5 1-5 
= lim 1 lim e Em 
x — +00 q= x — +00 DR 
x x 
X 
lim (1-+ Ea 
dese O qo jstaça 
im (1 L) e 
Rm X e 


y+2Y 1) 
y+1Y y Ly 
lim j- li = lim = 
y=+0 1Y—3 y—+0| YO a] 3 
, y y 
lim (1+5) ê 
ye = z 
RE 
| de Sds PR 
a a y eê 3 
x 
+ — 
MAB xa 5] 
4107. a) a) im E Em 
id TS (14) 
2x 
3 | EMy 
at lim ae - 
= lim x | = +-+ AL -f ce 
x— + 1 Atos 
= e 
1+ 2 lim pm 
X x— +00 X 
1 x 
5 (2 = dj is E (1 E a 
E = 
— —00 2 +1 sp sm 
É X É (145 
2x 
fl. 
1 
e ES 
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108. 


lim 
x—0 x 


Renda-se de Eus 1)eparax>—0,w-— 0. 


ex = 


, 1 
lim = 


x>—0 


| 
E 
(o) 


Fazendo 2% —- 1 =w>x= 


lim 34n2 
w— O 


= lim 


2 


tn (w + aja [en (1 + ur | 


lim 
w—>— O 
2 


ne 


tn(w+ 1) 
3tn2 
3w tn 2 


e parax— 0,w — 0. 
3tn2 = 
1-0 Long 4+w) 
W 


= lim = aro lim 


wo tn (w+ 1) 


lim 34n2 
-—VO Hana 


1 ES 
lim [en (1 + Ni tn | lim (4 + wi] 


ex —1 x 
x— 0 X 
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—- 24n3 


A Do o O 1 
=(im, X Dim mesa) tm 50n27 5(n2 


ij 


(item b) (análogo ao item b) 


Fazendo e*-e2=y>x=(n(y+e?)e,parax—2,y-—0. 


lim 


et— e? : y y 


x» x-2 yotny+e)-2 y-otny+e)-me 


y 


lim —RIA lim —— 
fé ni)  en(1+ 5) 


e 
Fazendo = = w, paray — 0,w — O. 
Então, vem: 
E ques E mes 
“otn(L+wW) wu-o 1 ae: ER 
w> O ( ) w 2 tn (d+ w) W “Ceni + W 
i 2 
lim e 
w— O 


1 
tn | lim (1 + w?| 
w> 0 


lim 
AS 


ex — eà 
a x— à 


Idêntico ao exercício anterior, em que a = 2. 


e! — eà 


Portanto, lim = ea, 
x-a X— a 
o DX — Da 
us x— a 
a 
EsisDis Di =qpdss apa DID) 
tn2 
i y l ytn2 
im ——|—— = lim —>— LH 9É—— = 
o tn (y + 22) a Pio tn (y + 22) — En 2a 
tn2 
ytn2 tn 2 tn 2 
Es ge So ly+ 2 = dio a Gi y = E A DE : 
y=* =0 + no — DA E 
inf 2a En (26 + 1) inf tah 
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Fazendo | = w paray— 0,w— O. 


oa 
n2 pata 


= E Ei TES 
"º tn pn + 17] 7 en im [tt + wi] | 


I- 


od. aj lim CUPS O a miles 
X > 0 X 


x>—0 x 


lim en(d + )X = 


x 


1 
= en) dm (14 9!]=tne=a 


ul 
bjim ECO = q Ee tisg= lim log Er = 
x—0 x x>0 X x=>0 
E 
= log) lim (1 +x*|- ge 
x> 0 
1 
c) lim ERA ii um (1+2x= lim En(1 + 2x)* 
x>— 0 X x>0 X x>—0 
Fazendo 2x = y, parax— 0,y— 0. 
2 dad 
lim intro yP = nl im [1497] f-me-o 
y>—0 y>—0 
1 
o lim CELIO qm Liogtis 3)= lim log (1 + 30 
x—0 x x>0 X x—0 


Fazendo 3x = y parax— 0,y— O. 


3 173 
lim log(1 +y) = og | lim 147] |- log e? = 
y-0 y-0 


HR 


110. m VNi-2x= lim (1— 2x* 
Ra 


li 
x>— 0 (o) 


Fazendo 2x = y, parax— 0,y— 0. 


m lie ty) -5-e* 


2 172 
lim (1>y” = lim 1-7] = li 
y—0 y>0 y>0 e 
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OEA — Continuidade 


112. 


113. 


lim f)= lim 3=83 
x— 0º x— 0% = lim f(x) 
x—0 


lim f)= lim 2=2 
x> 07 x>— 07 


f(x) não é contínua em x = 0. 


f-2)=4 
lim f06)= lim >——— = lim (x—-2)=—4 
RES Reg E dio > lim fl)=-4 
. o : ATA. . o o + 
po A ao 


Las f(x)  f(—2). Portanto, f(x) não é contínua em x = —2. 
Re 


f(1) = —2 
= x2 
lim f(x)= lim = lim [-(1+x]=—2 
x— 1* x-1+ X— 1 x— 1* . 
Ro > do f(x) = —2 
lim f)= lim * = lim [=(1+9]=-2 
x— 17 x 1 X—1 x— 17 
LA f(x) = f(1) > f(x) é contínua em x = 1. 
xs 
f(-1)=1 
3 
lim fo)= E = tim [= xsdj=a 
x>—1 x>-14tX+1 o sx=- . 
3. + um tos 
dim fo)= im A = lim (2-x+1)=3 
lim f(x) £ f(—1) > f(x) não é contínua em x = —1 
(-2D)=3:(-2)+2=-—4 


x> —2 Xx—+—2 


lim f0)= lim (-2x) = +4 
x— —27 X=+ pr 


lim f(x) 


x— —2 


lim fo)= lim a | 
+ + 54 


Portanto, f(x) não é contínua em x = —2. 


8 | Fundamentos de Matemática Elementar 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


b) (1)=12+4:1-5=0 
lim fo)= lim (X2-3x+2)=0 | 
x— 1+ x— 1+ 


> lim f(x) = 0 
lim fo)= lim (xX2+4x—-5)=0 
x— 17 x— 17 


x>1 


lim f(x) = f(1) > f(x) é contínua em x = 1. 
x>1 


> lim f)=2 


x>4 


lim fb)= lim (3x- 10)=2 
x— 4+ x— 4+ 
lim f(xg)= lim (10 — 2x) = 2 
x— 47 x— 47 


a f(x) = (4) > f(x) é contínua em x = 4. 


> lim f(x) = 1 
1 


x— 


lim fo)= lim (2X2-3x+2)=1 
=" x> 1* 
lim fo)= lim (2-x)=1 

a X== 17 


x— 


iu f(x) = f(1) + f(x) não é contínua em x = 1. 


114. a) f(O) = 
| senx 
x=0* X | senx 4 
 senx x>=0 
lim = 
x>00 X 


b) (0)=0 
a | = 005% fi (1 — cosxX1 + cosx) in 1-cos2x 
x— 0* x x— 0* x(1 + cos x) x— ot X(L + cos x) 
sen? x — sen2x x oo a 
x—0!X(1 + cos x) AUO 2 (1+cosx) ae Rua E TO) 
im f(x) = f(0) > f(x) é contínua em x = O. 
ade 
o) H0)=1 
in 1-cosx Te (1—cosx(1+cosx) | ja sen? x E 
x—0t Senx x—o* senx(1+cosx) x— 0+ Sen x(1 +cos x) 
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E SEMA mo Sede 
“x—-o 1 + cosx q Ro Emis 


Lua f(x)  f(O) = f(x) não é contínua em x = O. 
E 


d) fO)=41 
(a ar, 
im X=senx x 7. 
x—o* X+senx x-o (1 + e 
2 
(1 sen “as sen +) 1 — (87 +) 
x x x 
x—0 (1 en RE (1 +) 
x 
=0= lim fo) = lim f(x) 
q 
lim f(x)  f(O) > f(x) não é contínua em x = O 
e 
115. a) f2)=0 
. o Ix+ 2) 
RD e OA fas 
Bo BB, [Om )=+o 
plo qa i 
lim f(x)  f(2) > f(x) não é contínua em x = 2 
PM 
b) ()=2 
XL xXEL a 
Ro pe= RR x—1 als s fog = a id 


as Es 


lim 
x— 1* Ei Res 


lim = lim DD = +º se 
x— 1 k- a] 1 x— 1 X—1 


ur f(x) = f(1) > f(x) não é contínua em x = 1. 
Es 
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2 = 
o e E] 
PE Rene > lim foj= 1 
ij; ES O a mec] a 
x— 27 x—2 x— 2- 


b) f(l)=a 
ii Sine 00 
E E ie 2 "Ta: 
x=141-% «os xX+x+1 3 na ja lides 
-1 1 x—2 3 


ir p= e 
x-11-X sos xX+xX+1 3 
f(x) é contínua em x = 1 se A fy=)=a=-+. 
x 
c) (4)-3-4+a=12+a 


1X =D do 


lim = lim =— 
x=4" X-4 «oa yx+2 4 s12+0=-55a= SL 
lim (3x + a)=12+a 
Xx— 47 
lim f(x) existe se lim f(x) = ao e, nessas condições, a = aa 
x—4 x— 41 4 
A função f(x) é contínua em x = 4 se hi, f(x) = (4) > à = A 
és 
d) f(0) = 
= Vê 2 o dim (Nx+2 = 2)Nx+2 + 2) 
x 0* — 0* x(Vx +2+ 2) 
do NR 
O xs2+2º 4 

lim ne —-4x+a)=a 
x— 07 

lim f(x) existe se lim f(x) = lim ig 

x O x— 0+ x— 07 4 

Para a = a im f(x) = f(0) e a função é contínua. 

x 
e) fO0)-a 
a WXt1=1 o Ari = aN+rip+Nxr 1 +) 


Re , nd x + 12 + x + 141) 
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q 1 
lim S>-D >> — — = 55 lim fo)= lim f(x) 
xo Yx+12+Yx+1+1 0 3 x—0 x— 
Portanto, lim f(x) = f(0) > a = Ea 
x>—0 3 
117. f(O) = cos a sen x 
tg x : Cos x : 1 1. 


lim = —————— = lim —s == 
x—o* Sen2x xy—-o! 2senxcosx x-ot2cos2x 2 


= lim f0)= lim f(x) 
x> 07 x>0 


f(x) é contínua em x = O se a f(x) = f(0) > cos a = >> 
aaa 
>a=+7+2k,KEZ 
(oa ROD — Derivadas 
io tos in DECS mel imoss 
x—2 x—2 x—2 x— 2 x—2 
mal 2+2X+5-8 o. AB. = 
19. M=-im eso Sin Dm M+3=4 
120. f-y= im ÉLLS im pe-x+áí)=3 
; x>-1 X+1 x>—1 
121. ra tim ALLA HD qm 1L+Ado il 
Ax— 0 Ax Ax— 0 Ax 
1+4Ax—1 
=| = li = | 1=1 
O Ax ti Ax o 
amo HO+A)-T0) Ml 
122. 0d dim 
Temos, então: 
im fl jim AX 
Ax— or AX  ax—ot AX ah |Axl aro 
|Ax| RR. A AD (0) 


i —— 
ax— o AX axo ÀX 


123. E)- O 
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pune 4 2 2 
E Ramo Ax E 
sen Eua 
= lim -sen(E + SE). E cana 
x—0 4 2 Ax 4 2 
ER 
124. f(1)= lim Nx —N1 = lim (Nx — afyx + 1) = fi 1 ES 


Im = 
x=1 XT 0 «1 (x 09Nx+1) x-1/x+1 2 


GEO Grp) 


125. f(9)= lim >>> =P ++ > = 
x>2 0 X-2 0x2 (x 982 + Nox + V4) 
12 2 + Nox + Na 3N4 
5 5 5 
dá den EO 0 já dE fim E 
ax-0 x— 0 Ax—0 X ax—0 àyx4 
Portanto, não existe f'(O). 
127 no =»: Il= [É e 
i o “AÀ-g,sex<o 
Assim: 
x: m E = lim x=0 
E f(0)= O 
2 > = 
lim XMO jm (É- lim (-)=0 
x— 07 x— 0" x— Oo 
130. afg)=x+1 
Xw=351(3=45 P(3,4) 
pare ARES cia RES 
o a=a "Mi q=9* 


y—-4=1Ix-3)>y=x+1 

b) f(x) =x2— 2x 
w=151()=-15P(1,-1) 

mr o X>2X+AL O (x 12 

o RA qr 
y+1=0(x-1) 5y=-1 

c) f(x) = sen x 
w=0>1f0)=sen0=0 > P(0,0) 
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senx— O sen x 
f(O)= | =| = 
(0) o x— 0 x— 0 
y=0=1(x-0)>y=«x 
o 
d) fo) = 
w=1510)=T=15PA 1) 
o 
io Ti =. Rs E) x>1 X ns 
1 
y-1=-1(x—- 1D)5y=-x+2 
e) fo) = x. 
x =45T(4)-2> P(4,2) 
f(4)= lim pa lim (x — 2x + 2) lim 1 -4 


x—4 X-4 sa -4x+2) xaxs2 4 


9 fx) = 2 
r(oV2)= SE =2 
(he? — V8)(N xs + Vex + Noa)lx + 22) 


(x2 — gx + 2/2) Do 2 


= dm —S5>&+>+ =. 
2 (2-gAb + Vae+ Voa) 4+4+4 3 
Então: y-2- 2 (e - 3) y- 1244 2 
3 3 3 
E 
MSDN | ES < 2. 
132. s(t)=-sS(9= lim 5 =dm 5 — 
velocidade = - m/s. 
28 
Stt+ > I|(t-—5 
134 v'(to) = v(5)= lim SP+3t+2- 142 | fil 5) o 
Potts = RE t-5 E 
28 - ” 
= Eu Dc ae 53 = aceleração = 53 m/s”. 
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136. a) f(x) = cx” 


Ay o c(x + Ax)" — cx = 
Ax Ax 


Ax 


-olfapo-ie(abo-2-ac+(S)o-s-(ame sas + (Dama) 


138. f)=e 


E = i Ay == o n n-1 = x n=4 
ri)= qm SE=e()e-t=o-m 
g(x) = tg x 
sen Ax 
Ay tgx+ Ax)—tgx — cos(x+ Ax):cosx 
Ax Ax Ax 
— sen Ax . q 
Ax cos (x + Ax) * cos x 
as jm Pad = eo 
8 (x) Rio Ax á costx SEC X 
h(x) = sec x = 
Cos x 
1 Sd cos x — cos (x + Ax) 
Ay — cos(x+ Ax) cosx | cos(x+ Ax):cosx 
Ax Ax Ax 
2 sen E - sen fa 
-— Cos(xtáx-cosx 2 2 
Ax 4x cos (x + Ax) * cos x 
2 
into qo ÀY  SONX  Senx do 
nO = imo dx” cosx” cosx cosx | 8X" SCX 
xw=2>f(%y)=e2> P(2,e2) 
f(yM)==STf(2D)=e? 
y-e=ex-D>sex-y-e2=0 
y=ex-e2 
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=t“ 
v(=s(D=48>v(2)=32m/s 
a(t) = v'(t) = 1212 > a(3) = 108 m/s? 
v(t) = 108> 48 = 108>t= 3s 


at)=48>122=485t=2s 


[oa NVID — Regras de derivação 


144. a fi)y=(3X2+x(1+x+ 53) 
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f(x) = (6x + 11 +x+x3) + (3x2 + x)(3x2 + 1) = 
=154+4$ +92 +8x+1 
fo) = x2(x + x9)(1 + x + x?) 
Fx) =2x(x+x)(1 +x +43) +x(1 + 43)(1 + x +x3) + x(x + xº)(1 + 3x2) 
f(x) = (2x2 + 2x3 + 448 + 2xº + 2x8) + (x2 + x3 + 5xº + 4x0 + 458) + 
+ (13 + 36 + x8 + 38) 
f(x) = 9x8 + 7x0 + 12xº + 4x3 + 3x2 
f(x) = (2 + 3x + x?) 
'()=5(2+3x+ 2) (2x+ 3) 
f(x) = (2x + 3)%2 
f(x) = 52(2x + 3PL- 2 = 104(2x + 34 
fo) =x - ex 
f()=32- += (+ 3x2)e 
f(x) = x- e*+ cos x 
fO)=1:e“+x-e*— senx= eX1 + x) — sen x 
f(x) = x! - a 
f(x) = 48 ax +x!-20X: Ena = 232x(2 + x lna) 
f(x) = e% 
f(x) = 36% 
fg) = eXt1=e%.e 
f'(x) ms SeX.e+ ex. 0 = 5.exX+1 
f(x) = cos? x 
f(x) = 5 cos?x-(—senx) = —5 cos? x: sen x 
f(x) = sen” x- cos? x 
o 


— 


u V 
f(x) = 7 senfx-cosx-cos?x+ sen'x-3cos2x-(—-senx) 


u' v u v' 
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x) = 7 senê x cos! x — 3 senê x cos2 x 


f( 
f(x) = senê x cos2 x(7 cos? x — 3 sen? x) 
D f(x) = a senx+ b cos x 

f'(x) = a cos x — b sen x 


145. fi)=(senx+e)2-(cosx + x) 
u=(senx+e)2>u' = 2(sen x + ecos x + e?) 
v=(cosx+ x) =>v' = 3(cos x + x32 (—sen x + 3x2) 
f'(x) = u'v + uv! 

f(x) = 2(sen x + eJ(cos x + eX(cos x + x3)º + 
+ 3(sen x + eJcos x + x3)*(—sen x + 3x2) 
f(0)=2:1-2:14+3:1:1-0=4 


146. f(x)=(3senx+4cosx)?;xo=T 
f(m) = (3senm+4cosmP=(—-4)) = —-1024 
Portanto, o ponto de tangência é P(m, —1024). 
f(x)=5-(3senx+4cosx!-(3cosx-— 4senx) 
f(m)=5-(—-4)-(-3) = —3840 
Então: y — (-1024) = —3840(x — ) > y = —3840x + (38407 — 1024). 


147. s=a-et-cost 
x y 
s'=v=a(xy' + x'y) 
x=e1 =cost [=>v=ale%-sent)+(-ecost|=> 
x=-etly=-sentJ2V=-a-e!-(sent+ cost) 
v'=a=-a(xw + x'w) 
x=et w=sent+cost [=a=-alecost— sent) + 
= lgm=esi=-smi] +l=esent+cosd]= 
=> a=2ae'tsent 
149. a fy)= á = 2x7 
fo)=2(-7)-x8> F() A 14 :x8 
b) f(x) = 3x * 
fo)=3-(-5)-x OS Ff) =-15:x0 
1 
eo xX+x+1 
o 0X +x+1)-1:(2x+1) A = 2X É 
Fit (x2 + x + 12 dida (x2 + x + 12 
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a) fx) = + 
, x Do I(x+ 1) 2 
=>“ K-12 


XE 3 x+2 
Bj ifrs == di ij x+1 


du D=1K+3, 1x4 1)= 14 2) 


| MANUAL 


Eras 
Rar 


e 


di (x— 1)2 (x + 12 
Mo -10 4K+12-(x— 12 
FO =p tnrapo [x— x+ DP 
2 
fi t)= x Ta 
no (MX+HIX—D)— (KR +3Xx+1)10 x2-4x—7 
LO Do DA DD 
2a 
g) ft) = DA 


u(x) = x2- sen x v(x) = ex 
u(x) = 2x-senx +x2-cosxl|v'(x) = e 


(2x-senx+ x2-cosx)-e:— eX-x2- sen x 


f(x) = 
(x) (ef 
e”2x sen x + x2 cos x — x2 sen x] 
ft) = E = 
(e) 
— X(2senx+xcosx-—xsenx) 
Ri p= en 
Cos x 
h) f(x) => 
 fd="a 
u(x) = Cos x u(x) = x: e* 
u'(x) = —senxlu'(x) = + x - e& 
—xe* sen x — cos x(e* + xe?) 
SE O 
(x: e%) 
: —eX(x sen x + x Cos x + cos x) 
A-Ma 
x2 - (e) 
: x(sen x + cos x) + cos x 
f= De 
x-e 
Cos x 
150. a) f(x) = cotg x = 
sen x 
fg) = =Senx: senx— cosx:cosx | sen?x+ cos2x 
sen? x 
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1 
f'(x) = ——5— = —cossec? x 
sen“ x 
b) f(x) = sec x = 
Cos x 
Fo) = O-cosx- 1-(-senx) senx senx 1º. 
cos? x cos2x  Ccosx COSX 
= tg x- secx 
c) f(x) = cossec x = 
sen x 
pg PESE 0 1º 
sen? x sen? x senx senx 


= —cotg x - cossec x 
d) f(x) = tg? x 
fo) =2-tgx- (tg) 


+. [senx) | cosx:cosx-— senx(—senx) . 
(ex =le0sx) 0 — Gox 
cos2x+sen?x 1 
cos? x cos? x 
il 2 sen x 
Portanto: f(x) = 2 :-tgx:=>=55 = 557 OU 
(4) 8X cosix cos? x 
; 
f(M)=2:tgx-—5— = 2 tg x- sec2 x. 
(4) 8X cosix 8 


e) f(x) = secx — tg x 
f'(x) = (sec x)' — (tg x)' 
(sec x)' = tg x- sec x (item b) 
(tg x)' = sec? x (item d) 
Portanto: f'(x) = tg x: sec x — sec? x = sec x(tg x — sec x). 
9 fo)=(2+1)-tgx 
1 o 


u v 5 f()=u'v+uv' > 
u=x+1 |v=tgx 5 f(y)=2x-tgx+ 
nt = 2x v'=sec?x(itemd)) + (x + 1)-sec?x 

g) 6) = mê 


sen x + cos x 

u=tgx Vv= senx + cosx 

u' = sec? (item d) |v' = cos x — sen x 

sec? x(sen x + cos x) — tg x(cos x — sen x) 
(sen x + cos x)2 


> f'(x) = 
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ex 2 , o ex ex y 
nto =(iç5] =s100= 2 


e e igx= e sex 
E (tg x)? 


to) -2- (E) Clgx— sec?) 
Portanto: f'(x) = 2 E -) (tg x)2 
o Dex E 2 
FO) = ga (18X — sec? x). 
4 
Ea Re Do) 
f-1)=1+5=—854 e( É E 
e e 
fW= +esf(-)=-1+55f(-1)= - E 


Então, temos: 


y- (ES) (Eos y=y-(ESps 25 


sy=(E-a)o+2) 


152. fg) = 5 + + sec? x [xo = 5) 
, 2 
Us gelo 
v=e*5v' = —e* = 
w=sec2x=>w =2-secx-(secx)' = 2tgx-sec?x 
>t(g=-S - ex+2tgx-secêx 
pes und E qa O A 
4) Ta? z 
4 ii 
x2 
153. 1 25 
à Ro Rd =D o SR 
VOC tera PU tera? 
x2 x2 
b) lim 5 = lim >> = lim Sal 
— +oo + — —+oo — +o0 
x— + X Ce efa) Card 
x x 
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c) Ponto de tangência: (xo, Yo). 


e xô xô 
()=247º0)=244> afro ro 
O O 


2x 2x, 
f(x) => 5 f'(x9) = >> 
( ) (x2 + dj” ( o) (xá 
Equação da reta tangente: 
e.) x = 2Xo 
y— Yo = fo) — xo) > y — +17 +1) (X — Xo) > 
2 


DECIR a E al 
Como a reta tangente deve passar por (O, O), então vem: 
2x, X 
E (xg REI Mol + xá E al 
2x6 = xá 
(xg+1)2 x4+1 
Essa igualdade vale para xo = O, o que implica yo = O. 
Se xo * O, então temos: 
2 
x +1 E 
Então, os pontos do gráfico em que a tangente passa pela origem 


são: (0,0), (=, 5) e (1, 5) 


155. a) F(x) = sen 4x 
y=f()=4xez=g(y=seny>y'=4ez'=cosy 
F(x)=y':Z'=4-cosy=4-cos 4x 

br Bois cos ix 
y=[0)=7x>y'=f'(x 
z=g(y)=cosy>Z'= 


Dy= 


=15x3=15x=*15y= 


) 
E a —sen = 
=> (cos 7x)' =f(x)-g(y) = 7-(-seny)= —7- sen 7x 
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Fit) = (—7 sen 7x)x — 1 - cos 7x 


x2 
Fw) = =—(7x sen E + cos 7x) 

c) F(x) = a : sen bx 
y=f00=bx=>y' =f0)=b fes 
z=gy=seny>z-gs(y= os y | = (sen bx) = bos bx 
F(x)=a-b-cos bx 

d) F(x) = cos (3x2 + x + 5) 
y=f0=32+x+D55>y' =f()=6x+1 
z=g(y)=cosy=z'=g'(y)=-seny 
F'(x) = f(x) - g'(y) = (6x + 1)(—sen y) 

F(x) = —(6x + 1) - sen (3x2 + x + 5) 

e) F(x) = sen e“ 
y=f)=e>sy=f(g)=e 
z=g(y)-seny>z'=g'(y) = cosy 
F(x)=f(x)-g'(y)= e*-cosy= e*-cos e 

f) Fx)=x+ 3-tg 4x 
y=100=4=>y=f(0)=4 eta 2 
z=ey=tgyo?r E men (tg 4x)' = 4 sec* 4x 
F'(x) = 1 + 12 sec? 4x 

g) F(x) = asenx 
y=f(xy)=senx=>y'=f'(x)=cosx 
z=gy=-ai>z'=g(y)=a-tna 
F()=f(xM)-g(y)=cosx:a”-tna 
F'(x) = asenx. cosx- tn a 

h) F(x) = cotg (3x — 1) 
y=f0)=3xX-—-1>y'=f(M)=3 
= g(y) = cotgy = 2' = g'(y) = —cossec2 y 
F'(x) = f(x) - g'(y) = —3 cossec? (3x — 1) 

i) F(x) = 0º +5x+1 
y=fg=x2+5x+1>y'=f(g)y=2x+5 
z=gy-ai>z=g(y=a-tna 
FO) =T09)-g)=(2X+5) alt +L.tna 

Fl) = tg (cos x) 
y=f(x)=cosx=>y'=f'(x)=-—senx 
= = = E E e) 
z=gyW-tgy=>27' = €g'(y) = ms SPY 
F'(x) = f'(x) - g'(y) = —sen x - sec? (cox x) 
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156. 


157. 


158. 


161. 


k) 


F(x) = tg? 2x 

y=f)=2x>5>f(y)=2 

Gap DE a A DR A 
F'(x) = f'(x) - g'(y) = 6 tg? 2x - sec? 2x 
F(x) = esen 2x 
y=f0)=2x>y'=f(x)=2 
z=g(y=seny=>z'=g'(y)=cosy 
t=h(g)=-e>t'= h'(z) = e” 

F'(x) = f'(x) - g'(y) - h'(z) = 2e8N 2X. cos 2x 


f(x) = cos? x + sen? x [o = 3) 


f(x) = 3 cos2x-(—-senx) + 3 sen? x- cos x 


f(x) = 


H-2) = 


1 


Tl-o.n.i- 4. [T)- 
3-3 de(=-1) 4204 05 r(5) o 


y=g0=x2+5x>y'=g(W)=2x+5 
z=h( 


j=e>7=hy=e 


x) = E!) -h'(y) = (2x4 5) e? + 


(A-1)+B)eP+ Ds f(-1)=3:€4 


ett+e* 

2 

e2+e (-2 e2+ +) 
2 , 


Derivando, vem: 


Fw) = 


Xx— ax —-2— e2 
e > = fi(-oj= É e 


A equação da reta é: 


Eee je e 
E () E Cn o Re) 


—-2— 02 —-2— 02 
-[ E de e2 


Fo) = nx ttnx + 


fo)y=nex" Lt tnxexocisfio)=x"L(netnx+ 41) 
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c) f(x) = (ax + b)- &n x 


Fo) =a-(nx+ (ax +b)-— 
d) f(x) = senx: n x 

f(x) = cos x - tn x + SEX 

Fam SOSX | (nx): senx 
E od gos "DOS cos? x a 
Sfitge DEE e cena 
x: cos? x 

f) f(x) = En (ax2 + bx + 0) 

mac 2ax+b 

DO = e xs E 
g) f(x) = ên (sen x) 

ip. OS K 

DO cotg x 


h) f(x) = log, logp x 
, 4 
y=loggx>y ns 


Zz=loggy>2z “Yytina 


ER e é sean 1 
FO = anb yna 2 0=ogx-ina-mb 


Observando que log, x: tn b = tn x, vem: 


1 


O ema 


I- 


NO 


162. e) to)= Vxyx= VN = =x =x 


1-5. 4 
fo)= =x 2 = 
sad 2x 
1 
g) f(x) = Vax+ b= (ax+ b)? 
iR=2 qa pj? as tty=—É-— 
2 2Vax + b 


1 
D f0)=Va+byx = (a + byx)2 
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1) = À O «AD + 
CD 


E. 
4Vax + bx? 


1 
já ax2 + bx+ clz 
cx2+bx+a 
ey = É. a2+bx+cp. 
2 lo2+bx+a 
“(22x + b)(ex2 + bx + a) — (20x + b)(ax2 + bx + o) 
(cx? + bx + a)? 


É (ax? + bx + o? RE 


(a — o)bx2 + 2(a + c)x + b] 


2N(ax2 + bx + c)(ox2 + bx + a)? 
fo) = (2 +1)-V3x+2 


f(x) = 


u V 
u=(2+1) |v=V3+2 
v=(0) |y-Lo 1a 
2 V3%+2 
3 3(x2 + 1) + 2x: 2(3x + 2) 
f(gy=2+1).—=>» = 2W 3X +2=50 > 1 55 + 
2N3x+ 2 2N3x+ 2 
(x) = 1 + Sx+ 3 
2N3x+ 2 
fix) = cos x 
1 
y=x5y=—— sen Vx 
ox 5 f()=y':Z7'=—-—— 
| (x) =y a 
Zz=cosy=>2Z'=-seny 
1 
o 1+x o. 1+xj5 1, /[1+x 
fix) = tn EEE (to + no) 
nd = 
1 = (1 — x? 
1=ênys 2 =À 
y 
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RR US = = É 
=> r»" 1-% 


t) f(x) = loga V1 + x 


1 
y=V1+x5y'=—>=>— 
2N1 + x 


ytna 

E E 
2N1+x vVi+x-tna 

1 

2(1+x) tna 


z=loggy>7Z' = 
foj=yz 
f'(x) = 


163. a 


— 


f(x) = arc sen 3x 
y=-X>y'=83 


z=arcseny>z'= 


b) f(x) = arc cos x2 


y=3>y'= 3% Em 3x2 
-4 5 f(x) = ——— 
Z=aICcosy>5>7' =->— 4 — xê 
v1—y2 
6) ft) = arctg = 
Es sau 1 ' 
= =—-= o 
z= Eu tgy> a E O dada ape + 1) ii 
v1+y2 
A 
nái ii x2+1 
3 
x. 
8) WO arc sen 
3 1 
u=Yx5uU=—5— 
3342 = 
v=arosenx=v = 
=X 
PE 3 AE 
FO = arc sen x ir 


(arc sen x)2 
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1-»% -aresenx— Nx: 3 VK 
= f(x) = 3 Vx2 1 — x2 == 
(arc sen x)2 


1-—-x2-aresenx-— 3x 


“3841 — x2F- (arc sen x)? 


f(x) = x- arc senx2 — eé 
a 5f(xgy)-a'-b'> 
a=x-arc sen x 
p= e 
a=x-arcsenx2 
u=x>5u'=1 
v = arc sen x2 
y=x2>5y'=2x 


1 > v'=y'.7'=>DD— 

on y V1— x4 
1-y 

Então: 

! ' , ] Dye 2 

a=uv +uv5a => + arc sen x 


= 


= 8 e re 
pfslcei, >Sb'=prq>ob'=3X2.eé 
Portanto: f'(x) = e sa +arcsenx?— 3x2 -eé 
V1— x 
= x 
f(x) = arc cos & 
ih 1 
—— e x ce e = +) 

NX so ENX BRAVA .1-% 
O (e? (e? Ze x 
ESC TT ÉS 

VA = e q Et 
ex 
f(x) =y' p= dID2xo ce o 2x1 
2evx Vex-x 2vxe%— x? 
fbj= arc sen x 
arc cos x 
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— are senx 
arc cos x 


- arc cos x + arc sen x 


a | mr (SIO 00 ale an 
1 — x V1 — x2-(arc cos x2 


u=arcsenx>u'= 


= 
Vv=arccosx>5v'=--D— 
V1—x2 
roy= >.y — arc cosx arc cos x + arc sen x 


arc sen x + arc cos x 
1-—-x2-are senx-arc cos x 


fo)=x:Vx+1 (x=3) 
f(3)=3:2 = 6 > P(3,6), ponto de tangência 


— 3%+2 11 

f(x) =Vx+ 1 + a => f(x) = > f(3) = 

E ax+1 War Ca 
nl 4 9 

—6=4 4 3) ÇA A 


Uma reta é paralela ao eixo dos x se o seu coeficiente angular é 
igual a zero, isto é, f'(xo) = O. 
Assim, vamos derivar f(x) e obter o ponto xo. 


js à da 
Yx— 1 
u=x+15uU'=1 R ; 
4 esfitg o MM = 
v=YIx—-1i5v'=—— v ix — 132 
2Wx— 1 SE 
f(x) =0Sx—-3=00Ux=3 
Então, f(xo) = (3) = 242. 
O ponto procurado é (xo, Yo) = (3, 2). 
a) f(x) = (sen xy)?! 
u=senx=>u'=cosx 
v=x>5v' = 2x 
f'(x) = (sen x)º- [2x -tnsenx+x2: da 
sen x 


f'(x) = (sen x) - [2x- En senx + x2- cotg x] 
b) f(x) = xé 

u=x>u'=1 

v=3>5v' = 3x 
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To) xe Es nora + 


fo) =x*-[382 -enxr Ss fig) X+2.[34nx+ 1] 


foro = "ferem rec d]s 


= f()= (er [on Xx+ + 


2 


f(x) Es (es 3x 

u=&“>u' =e | 

v=tg3%X>v' = 3 sec? 3x 
X 

= f(x) = (eg. [3 sec? 3x - (ne +tg3- E = 


> f'(x) = (ee 3. [3x - sec? 3x + tg 3x] 


172. a) vít) = S'(t) = —ao sen (wt + q) 
b) v(0) = —aw sen q 
c) alt) = v'(t) = —aw?cos (wt +q) 
d) a(1) = —aw? cos (w + q) 


173. y = A sen kx 
y'=Akcos kx>y(0) = Ak= 12 (1) (A>0=>k>0) 
y" = —AK2 sen kx 
y'+4y=065-AK senkx+ 4Asenk=05K =45Kk=2 (2) 
Substituindo (2)em (1), vem: A = 6. 
Então,A=-6ek=2. 


oo RO RMIID — Estudo da variação das funções 


175. 5) =0ef(1)=0 


6x2 — 16x + 9 
(3x — 4)? 
Como f(x) não é contínua para x = 
de Rolle: 
existe c E | tal que f'(c) = O. 


f69) = 


e 


w| 
w| 


& |, então vale o teorema 


176. f-3)=(-3)+3=0 
(7)=7-7=0 
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F) = isex<2 
(W=| q sex>? 


Como f(x) não é derivável para x = 2, que pertence ao intervalo |, não 
vale o teorema de Rolle: não existe c E I tal que f'(c) = O. 


477. f(-1)=1-1=0 
(1)=1-1=0 
A 
W)=|4-xsex>0 


Fi = isex<o0 
(=| -ssex>0 


Como f(x) não é derivável para x = O, que pertence ao intervalo |, não 
vale o teorema de Rolle: não existe c E I tal que f'(c) = O. 


179. f)=x2— 6x+ 8, |= [2,4] 
f(x) é contínua e derivável em R e, portanto, em 1. 
(W=0 5 g2)=f4 
Ha) = 0 > 12) = 14) 


Seja c E |, tal que f'(c) = O. 
f(xg)=2x-6>f(c)=-2c-6=0>5>0c=83 


180. fo)=x2—-2X2 -x+2,|=[-1,2] 
f(x) é contínua e derivável em R e, portanto, em 1. 
f(—1)=f(2)= 0 
E , o 2+NT 
f(x) = 3xº — 4x — 1 5 f'(c) = 3€ 4c— 1 0O=>0C=3 


181. f(x) = x) — 16x, | = [0, 4] 
f(x) é contínua e derivável em R e, portanto, em 1. 
f(0) = f(4) = O 
Seja c E |, tal que f'(c) = O. 
f(x) = 3x2 — 16 > f'(c)= 302 — 16 5 c= so 
183. fo)=x2+2x— 1,1= 0,1] 
f(x) é contínua e derivável em R e, portanto, em l,e f'(x) — 2x + 2. 
Ainda f(0) = —1 e f(1) = 2, isto é, f(O) = f(1). 
Então: 


184. fi)=VX,1= [0,1] 


f(x) é contínua e derivável em [0, 1] e f'(x) = E 


3 Nx. 


8 | Fundamentos de Matemática Elementar E 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


185. 


186. 


188. 


189. 


190. 


192. 


f(O) = O 
E oro * f(1) (2º caso) 


f(x) = 100 — x2,1 = [-8,6] 


: =X 
f(x) é contínua e derivável em le f'(x) =—-—. 

100 — x? 
Dt —€ Rs ds 
f(6) = 8 100-cº 0+8 7 


= —7c=100-c25c= +42 


x2 + 4x 
o) = 4 "!=[2,6] 
2 — = 

f(x) é contínua e derivável em | = [2,6] e f'(x) = É E RE i 
f(6) = 12 = f(2) 

= mn CC-920-4 12-12 2. RE: 
AG A "6027 =05c—-20-4=-0> 
sc-1+5. 
Como c = 1-5 & |, então c = 1 + V5 é a solução. 
f(x) = 3P não é contínua para x = 3, que está em | = [1, 6]. 

DR Go ; 4 ; = 
f(x) = SÁ não é contínua para x = 3º que está em | = [1, 2]. 


roy=[ 3sex<1 

—3sex>1 

f(x) não é derivável para x = 1 (embora seja contínua nesse ponto), 
que está no intervalo | = [—2, 4]. 


a) f(x) = 2x) — 15x2 — 84x + 13 
f(x) =6xX2—-30x-84=06x<-20uUx=7 
b) g(x)=2cosx—-x+1 
g(x) = —2 senx— 1 
g(x) = -(1+2sen)=061+2senx<0»senx<-D= 
o T+om<x< TE + ok kEZ) 
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c) h(x) = sen x — cos x 
(x) = cos x + sen x 
( 


h 
nt) =0>cosx + cos(T-»)=05 
= 2 -cos[x- T)=05 T+ km <x- E 


Então: a +2ktr<x=< Sa + 2km. 


io) = |)xl — 1] 
Construindo a tabela, podemos ter o gráfico de i(x): 


e 


-—x— 1,x<-1 
x+1,-1<x<0 
—x+1,0<x<1 
Xx=1,x=4 


—1,x<-1 
1,-1=<x<=0 
—4,0<x<1 
1,x=1 


Então: i'(x) =Opara-1<x=<00oux=1. 


Assim, temos: i'(x) = 


194. a) f(x) = 3x! + 4xXº — 12x2 + 1 
f(x) = 12x) + 12x2 — 12x 
f'(x) = 12x(x2 + x — 2) 
Estudando o sinal de x2 + x — 2, temos: 
xX+x-2=0parax<-20ux=1 
e 


Assim, temos: 


(E + x=2) 


(12x) 


12x(X + x — 2) 


Portanto, f(x) = O parax= —2 0u0=<x<=1. 
b) g(x) = e*— x 
giy=e—1 
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195. 


196. 


197. 


198. 


s(gyg<0oe*-1I<0O>De<1i>tne<tni>x=<o 


3 1) — (3 2 5 
h'(x) = dera = REI O h'(x) =0,VxER-— (—1) 


Então, h(x) é sempre crescente. 


d) i(x) = arc sen x 
(x) = E > i(xy) =0,VxeR — (1) 


Então, i(x) é sempre crescente. 


fig) =x)— 9x2 + 15x — 5 

f'(x) = 3x2 — 18x + 15 

f'(x) é crescente para x < 1 0ux = 5. 
f( 


x >-1>5x=-1 (crescente) 
xX<-1>5x=< —1 (decrescente) 


f'(x) = 5xº — 25x? + 20 

Fazendo x2 = y, temos f'(y) = 5yº — 25y + 20. 
Calculando as raízes, temos:y = 1 ouy = 4. 
Assim:xX2=1>5>x=+1ex2=45x=+2. 


(x2 — 1) x 


(xº — 4) 


f(x) 


f(x) é crescente se f'(x) = O: x 20ou-1l<x<1oux=2. 
f(x) é decrescente se f(x) = 0: -2<x< —1oqui<x<2. 


Fundamentos de Matemática Elementar | 8 


199. 


200. 


3R(x— 1? 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


f(x) é crescente se f(x) = 0:x = —1 oux= 1. 


f(x) é decrescente se f(x) = 0: -1 <x=1ex0. 


(x) j=x/9- x 
—2x) = De 


=/9-%2+ fg) = =É> 
E E 9-6 » V9-—x2 


E] 


SD 0h 

9-2—— Lo +) +00 »>x 

9-—-x EE 3 
E x 


-3 Er ra 3 


f'09) 
Observação: 
V9-%2>069-42>05-3<x<3 
Se9—- x2< 0, não há significado. 


Então: f(x) é crescente para — 3 > 


f(x) é decrescente para —-3 < x = E 


Então, f(x) é decrescente, para todo x real. 
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2x+ 1,sex=<2 nn] 2,sex<2 
ds med OS. 


Então, f(x) é crescente para x = 2 e decrescente para x > 2. 


xX-1,sex=<1 2x, sex<1 
2a IM) a 2X-3,sex>1 sl a 
Obtendo as raízes de f'(x), temos: 
paraf'(x) = 2x,x= O e paraf'(x) = 2x+ 2,x= —1. 
Para x < 1, predomina para f'(x) o sinal de 2x e para x > 1 predomi- 
na o sinal de 2x + 2 
Observa-se que em x = O há mudança de sinal de f'(x). 
Então, f(x) é decrescente para x = O e crescente para x = O. 
MET [E iss 
2083. f(x) = x,se0O<x<1>5f(x)= 1,seO<x<1 
2x—- X,sex>1 2-3xX,sex>1 


Daí vem a tabela de sinais de f'(x): 
1 


2 0 1 
—[ > —1|— x 
+ + — 
f'09) 
fue a 
sinal de 2x + 1 sinal de 2 — 3x? 
Conclusão: 


f(x) é crescente para - <x<1. 


f(x) é decrescente para x = 5 oux=1. 


204. f:R,— Rf(x) = nx + En (x + 2) 
1 1 .2x+2 


Ota 0=4+9 
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2x+2 


x(x + 2) 


f(x) 


Como o domínio é R$, não interessa o que ocorre quando x < O. 


f(x) é crescente para Vx, x E RÉ. 


—x, sex < —1 
205. fixy)= x2,se-1<x<1 
el sex>1 


fO)=| 2x,se-L<x<1 


| —1,sex<-1 
el sex>1 


Considerando f'(x) = 2x, verifica-se que f(x) = O sex <= 0 e 
f(x) =0sex=0. 

Então, f'(x) = O parax = O ef'(x) = O para x = O, porque: 
x<0>f(x)= —1ouf'(x) = 2xe 
x=05f(xy=2xouf(xg)=es! 

Assim, f(x) é crescente em R, e decrescente em R.. 


206. f:[0,2m]-R,f)=2+3-sen [2x nã 3) 


f(x) = 6 cos [2x = 3) 


Determinando as raízes de f'(x), temos: 


= Ts Sm, km 
cos (2x — E] = 0 2x q 9 mx + > 
Nx = + q + 
om Mm 17m 237 297 
12 12 12 12 1 
E s 5m 11im 177 
Então, f(x) é crescente para O = x = 12 ou 12 <Xx< 12 ou 
EM ay ad é decrescente au sys E dO aaa dor 
12 RR So qa SE qa 
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207. 


208. 


209. 


212. 


213. 


214. 


f:R> BR, f(x) = eeos* 

f(x) = —sen x - eSos x 

f(x) é crescente se f'(x) = O, isto é, —sen x -eSSX = 0 => 

= senx-eS*<0>senx<0O>5tm+2kr<x<2m+2kr(kEZ) 
Analogamente, f(x) é decrescente se senx = 0> 2k7r <x< 1+ 2km 
(k E Z). 


x-cosx— senx | cosx-(x— tgx) 


FO) = E Re) 


Para todo x E ho a temos x < tg x; então, f'(x) < O, e, portanto, 
f(x) é decrescente. 
f)=38 + 5x +41 


lim (3 + 5% + 1)= lim be(3 + - + 5) = —c0 


PRENRE Psi 3 

5 3 = 5 5 1). 
lim (30 +52+1)= lim A3+S+E]|=+ 
x— + x— +o0 X X 


Isso significa que a função contínua f(x) = 3xº + 5xº + 1 tem imagem R. 
Sua derivada f'(x) = 15x? + 15x2 é maior ou igual a zero para todo x 
real, então f(x) é crescente. 

Conclusão: seu gráfico só pode cortar o eixo dos x num único ponto. 


Sejam x, Ele x,€ |, com x, < xo. 
Temos: 


x4 < xo = f(x4) < f(x2) — = h(x4) = h(xo) 


AA 
fo) ftxo) 
> h é decrescente em l. 


Sejam f(x) e g(x) crescentes, isto é: 

x <x2 > f4) < 1x5) (1) ex, < x, => gx) < g(x5) (2) 
Então, sendo h = fog, isto é, h(x) = (fo g)(x) = f(g(x)), vem: 
de (2): glx4) < glxo) = flglxa)) < flglxo)) = hbxg) = (xo) = 
> h(x) é crescente em l. 


+ 


()=-—x2— 5x— 4 
(x) = —2x — 5, cuja raiz é x = — 


no 


-2 
5 2 
E) é ponto de máximo. 
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215. f(x) = 2x2— 8x+ 11 
f'(x) = 4x — 8, cuja raiz é x = 2 


2 
x = 2 é ponto de mínimo. 


216. f)y=3-27mx+1 
f(x) = 3x2 — 27, cujas raízes sãox = —3ex=3 


—3 3 
x= —3 é ponto de máximo e x = 3 é ponto de mínimo. 


217. fx)=-x+6x-—-12x+8 
f(x) = —3x2 + 12x — 12, cuja raiz é 2 


2 
x = 2 é ponto de inflexão. 
218. fo) =(x—-8B-(x— 6)! 


fW)=3x-82-Kx-6)+4x-BP-(x— 63 
fm) =(x- 82-(x— 63x — 6) + 4x — 8] 
f( 


| q x 
(x— 6) x 
(7x — 50) x 
ey — x 


x = 6 é ponto de máximo. 
Conclusão: 50 


Xx= EA é ponto de mínimo. 
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219. 


220. 


221. 


1 
fog = x + 5x— 6 
f'(g) = ES O jpnidr-=e 
(x2 + 5x — 6)? g 2 
a = 5. An 
— x à ponto de máximo. 
“2 
2 
f(x) = cos 3x 
f(x) = —3 sen 3x 
3% =0+2kr >x= HE Ke) 


sen3x= 0>:ou 
3x=—-0+2k7>x= 


aa T T E . 
pontos de mínimo: x = 3 Xx=T;X= >> «isto é, x = 


f(x) = 2 cos [2x po 3) 


== 2km =x = E + km (k E 7) 
cos (2x Z]- 05 ou j 
UP = 
2X 4 = > + 2km =x 8 + km (k E Z) 
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k t k 

Rss O 3 Jr Aly 157 197 27 o 

8 8 8 8 8 8 

E POR e er SS E RS avo 3T 
pontos de máximo: x = 8'X=87 Tn “isto é,x= 8 + km 
(k E Z) 

ínimo: x = LT. y = 197, o 
pontos de mínimo: x = 87 X= 8 1X = 8 “as isto é, x = 8 + km 


(kEZ) 


222. f(x) = x: tn x 


f(xg)=1+tnx,cuarazéx=e? 


Consideremosx, <x;sejaxy=e?>1+tne2=1-2=-1<0, 


Consideremos x, >x;sejax,=e€2>1+tne?=1+2=+3>0. 


— + 3 so 
x x=e-té ponto de mínimo. 


e 


223. f)=tn(+1) 


mn 2X oe 
f'(x) = va q' cuja raiz é x = 0 
2x—— x 
(x2 + 1) —— x x = 0 é ponto de mínimo. 
f'09) õ x 


224. fi)-eó-* 


f(x) = (3x2 — 3) -eX- * cujas raízes sãox= —-1oux=1 
+ 
x 
1 
+ 
x 
+ 
x 
x= —1 é ponto de máximo e x = 1 é ponto de mínimo. 
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226. fW)j=x*2-4x-1 
(W=2xX-4>f(0)=05 2x-4=0 5x=2 


ea, x = 2 é ponto de mínimo. 


2 
f(2)-4-8-1=-5 5 f(2) = —5 é o valor mínimo. 


227. fx)=x!+ 8x E 
fW)=4+85 48+8=05x=V-2 
Seja x = -2,x <x. Então, f(x) = -322+8=-24<0. 
Seja x, = 2,x, >x. Então, f(x) =32 + 8=40>0. 


3 
= + Ex x = V-2 é ponto de mínimo. 


mm 
HÃ/=2) = (4=5)* + 8y=2 = 232 + 8V=2 é o valor mínimo. 


..X 
228. f(x) = Rs 
f'(9) = Axo cujas raízes sãox= -1ex=1 
(1 +27" 2 
(1 — x?) — E e 
(14%)? x = —1 é ponto de mínimo e 
x = 1 é ponto de máximo. 
f'(9) 
as as 
f(—1) = “2 é o valor mínimo. 
f(1) = - é o valor máximo. 
229. f(x) = x2e* 
f'(x) — xeX(x + 2), cujas raízes são x — 0 ex = —2 
= E Es XxX 
x = —2 é ponto de máximo e 
é x = O é ponto de mínimo. 
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f(-2)=(-22 -e 2 = 4e"2é o valor máximo. 
f(O) = O é o valor mínimo. 

ex = ex 

(9) =————— > 

f (x) (e* + e? 0, vx ER 
f(x) não tem extremos. 


230. fy)= 


£ 
3 


231. f)=(x-1) 


3*x— 1 


x 


= 1 é ponto de mínimo. 


O) 


f(1) — O é o valor mínimo. 
232. fxy)=x)— 9x 
f(x) = 3x2 — 9, cujas raízes são x = —V3 ex = 3 


» X= —3 é ponto de máximo. 
—3 o 3 x=V36 ponto de mínimo. 


t(-—/3) = (-V3)º — (3) = -3V3 + 9/3 = 6/3 
t(V3) = (3) — 9(V3) = 33 — oV3 = —6V3 
Então: (—3, 6/3) é ponto máximo e (3, —6/3) é ponto mínimo. 


5 1+x—x2 
1-x+x2 


ENS é Rio: 
Ne ea o RS 


+ — d. o 
x x = 2 é ponto de máximo. 


d 
2 


233. f(x) 


iss dia onto máximo 
a fara Cr ' 
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— y3 
234. ty=-L — 
— (y3 
fg) = be + É eu Gatáio 
Sejay =-2<Y-2 5 f(-2)= -É< 0. 


Sejax=-1>N-"2 5 f(-1)=2>0. 


- — x xXx = q —2 é ponto de mínimo. 
Y-2 
3——8 
IN =) - 1 Nai = a > à =2, +) é ponto mínimo. 
(25) Vá 4 
235. fW)= mA 
1 
f(x) = ES = x=e?éaraiz 


1 
Sendo x, =e 1 <e2,então f(e 1) = 263 > 0. 
1 


Sendo x = e > e2, então f'(e) = Ss <oO0. 
Es 
E — x x = e2 é ponto de máximo. 
dk 
e2 
ES 
de?) = =Hheo es = e = é ponto máximo 
= 5 “2 dE dd : 
e2 
236. fg)=x+ax+b 
x=0 
f(x) = 3x2 + 22x > 3x2 + 29x = O temraízes OU Sa 
a 
Sendo (1, 5) um extremo relativo, então 2 =1ef(1) - 5. 
fa--2 
Daí a = > 
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Assim, f(1) = 1 — 


Dj 
9) 


3 
Portanto, a = > e b= >" 


EN) 


238. f(x) = (x — 2) 
Como f é derivável em [1, 5], apliquemos o teorema de Fermat: 


3*x—2 
f(x) 


Então, x — 2 é ponto de mínimo interior. 
Calculemos o valor de fnesse ponto e nos extremos do intervalo [1,5]: 


=Yc1p=1 
()=(2-23=0 
(5)=(5-23=V82=N9 


O valor máximo absoluto de f no intervalo [1,5] é o maior dos núme- 
ros f(1), f(2) e f(5); portanto, f(5) = (9. 


O valor mínimo absoluto de f no intervalo [1, 5] é o menor dos núme- 
ros f(1), f(2) e f(5); portanto, f(2) = O. 


Assim, x = 2 é o ponto de mínimo absoluto e x = 5 é o ponto de 
máximo absoluto. 


239. f(x) = m E é contínua no intervalo [3, 6], em que não está x = 2. 


2 


f(x) = > então f'(x) < O para todo x do domínio de f. 


ia 
(x — 2) 
Calculando f(3) = 1 e f(6) = ã. temos que x = 3 é ponto de máximo 
absoluto e x = 6 é um ponto de mínimo absoluto em [3, 6], pois f(x) 
é decrescente. 


240. h = 30 + 20t — 5t2 


h'=20-10t=0 > 20 -10t=0 5 t=2 
A altura máxima é atingida no instante t = 2s. 
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241. 


243. 


244. 


s=a-cos (kt + t) 


v=s'= —ak- sen (kt + €) 
a=v' = -—ak2 cos (kt + €) 
a) A velocidade v é máxima no instante em que sen (kt + 4) = —1, 
: . 3m — 3T 4, 2nm 
ou seja, kt + € = 5) +207 > t= E CORA 


A posição em que isso ocorre é 


s=a-cos(SE + 2nm)-0. 


b) A aceleração a é mínima no instante em que cos (kt + 4) = 1,ou 
seja, 
k+4=2nm > t=-5+ AE 


A posição em que isso ocorre é 
s=a-cos(2nm) = a. 


x + y = semiperímetro > x+y=a > y=a-x 
x A área do retângulo é dada por S = xy. 
Então:S=x(a-x) > S=-x2+ ax. 


y 
l a... 
Derivando: S'= —-2x + a > x= 2 é raiz. 
: a a 
Considerando O < x < 2 S'=-2x+a>0e para 2 <x<a, 
j : a. Es 
S'=-2x+a<O,istoé, x= 2 é ponto de máximo local. 
á o x - a a a. : 
A área máxima do retângulo se dá para x 2 ey=a 209 isto é, 


quando o retângulo é um quadrado. 


perímetro = 2R + 2€ + 2m = t 


t=R-cos6 V 
m ma, . pe 
25 R- sen 5) 
R 
então: 
perímetro P = 2R + 2R cos 6 + 4R sen > 
R R 
P'= —2R sen 60 + 2R cos 5 
m m 
2 2 
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fá BRR E RP ARS 
P'=0 => sen 8 = cos + = 2 sen 5 cos 5 = 0085 => 
Ep So > 0=5 
2 2 2 6 3 
T 
O<0< 3> P'>0 
RL: ponto de máximo local 
ae ea = Po O 8 
3 2 
então o perímetro máximo é: 
T T T 
Pmnáx = p[E)- 2R + 2R - Cos 5 + 4R - sen = 5R 
246. A A 
g 
2R 
D 
=. B 
um 
E 

E 
No AABE, temos: 
gº =2Rh > g=V2Rh 
e 
2=h(2R-h) > r=Nh(2R-h). 
Ap = Ig 
Ap = mVh(2R — h) -V2Rh 
Ap = mV4R2h2 — 2RhÊ 
Derivando, vem: 
A, =T 8R2h — 6Rh? = R(4R — 3h) 

2NV4R2h2 — 2Rhº V2R(2R — h) 

Determinando os zeros de Ay, vem: 
A=0 6 4R-3h=0 5 hn=5R. 
Sendo h «Ap vengo BE per= 22, 
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-lin 
247. V= 3 mr?h 
Considerando o ACOD, temos: 
x2=(h-R2-R2 > x=Vh2-2Rh. 
Considerando a semelhança entre os 
triângulos, ACOD — ACEB, vem: 
X R Vh2 — 2Rh R 
a | mm => E eme RO, 
h r h r 
= h2 — 2Rh SR as ê'= R2h 
h2 r2 h — 2R' 
Substituindo o valor de r? na fórmula do volume, vem: 
1a R2h o mR h2 

v- Ss) ia o 

Derivando, temos: 

vi = TR, h(h — 4R) 

3 (h — 2R)2' 

Determinando as raízes de v', vem: 

h(h—- 4R)=0 > h=0 ou h=-4R. 

Como h = O => V = 0, então devemos ter h = 4R. 

Sendo h = 4R, vem V = SRS er= Ry2. 

248. 
Do yk 
24 — 2x 


Volume da caixa aberta = área da base x altura 
V=(24-2x2:x => V=4% — 96x2 + 576x 

Derivando, temos: 

V' = 12xº — 192x + 576, cujas raízes são: x = 4e x = 12, 


É x= 4 é ponto de máximo e 
+» 
4 12 x = 12 é ponto de mínimo. 


Para o volume maior possível, devemos ter x = 4 cm. 
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A X V102 + (20 — y2 
t = vir > 4 = PO do qo 
XxX 
10 E = 
tb vo > tb 5 


= c Vy2 — 40y + 500 
20-y D y (= dt dq e ES Soo 

30 1 2 4 
Derivando, temos: 


— By — 100 + Ny? — 40y + 500 
20Ny2 — 40y + 500 


4y2 — 40y + 500 = —5y + 100 > y = 33,3 (rejeitada) ou y = 6,6. 
Então, DC =y = 6,6eBD=20-y= 134. 


RA 
"5 


t e, fazendo t' = O, vem: 


AH o pp VOELCÃ m z 
Es 
L 
x = 2mr L-—-x=4z 
rEtÊ: GS A 
2x 4 
Ao = mt? Ag = 2 
x ML= xP 
Ao a An=46 
.X an = to 2lx + x 
4m a 16 


O = 2ber o (Adm) — Qmli cd nl 


dns Gus fa 16 167 


Para procurar o valor máximo, devemos obter A': 


a = 2U4 + mx- 2ml 


167 
a = 4 + mx ml 
87 
PEdgis = OS = LE Oss qse ti 
ú iii Ei 4+7 
EaD . 4 
edaiy=L Rd fado O 
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251. — mêh 2. 3V 
r V= 3 = F Ch 
Ap=nig= N+h= 
= + RR = 
= 9v? 3Vh 
9 pla Po 
9v? 
= 2 + SmVh 
2 
Ea 
Ap = a 
2 = + 3wWh 
eres 
Tt 
 mth Vem o ses 
De V = 3º Vem3 =3 o então: 
Boy 3 1 
n2 qo 6V 2 
r 1 
edaf->—— = =. 
no 2 
252. X x 
y y y 
x XxX 


O comprimento da cerca é L = 4x + 3y. A área de cada curral é A = xy, 


então y = - e daí: 


RE ren 
x 
L=a- o 
Impondo L'= O, vem 4xº —- 3A = 0 > pe e. que é ponto de 


2 
mínimo, conforme se vê pela variação de sinal de L': 
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x 


Calculemos o valor de Lmin: 
NA JA aa, 
2 3 


2 


Lmin = 4: 


t 
253. = 


L 
3 


A seção reta da calha é um trapézio de área: 


a dl Lo L 
A=5 [x +25) -n[e+ 5) 


Temos também: 


E RR 
h=3 cos (6 3)- 3 sen 6 
RE sEa g-E)|= cos 6 

3 2 3 
então: 


2 


2: 2 
- E seng «cos 6 + 5 sen = E [sen — SEM 2 


sen 260 
9 9 9 


2 
A! = E (cos 6 — cos 26) = O = cos 260 = cos 0 > 0-ÉE 


254. f)=x-(x—2) 
f(x) = (x — 2)2(4x — 2) 
f(x) = (x — 2)12x — 12) 


Calculando os zeros de f'(x), temos: x = 2 ex = s 


Calculando f"(x) nesses pontos, temos: 
f"(2) = 0 


6) >05 a é ponto de mínimo. 
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255. 


256. 


257. 


258. 


259. 


260. 


ox 
id 1+x 
=x ed 
f(x) =5>—s> 
09 = TÁ + 
2x(x2 — 3) 
Tt" — 
09 = Ta xP 
f(x) =0 > x=-—-10ux= 1 (raízesdef'(x)) 
Substituindo em f"(x), vem: 
f"(—1) = N >0 > x=—1 é ponto de mínimo. 
f"(1) = - <O > x=1 épontode máximo. 
f(x) = x2e* 


f'(x) = xeX(2 + x) 

f"(x) = e(2 + 4x + x2) 

Obtendo as raízes de f'(x), vem x = 0e x = —2. 
Calculando f"(x) nesses pontos, vem: 

f(0)-2>0 > x= O é ponto de mínimo. 
f(-2)=-2e2<0 > x=-2 é ponto de máximo. 


f(x) = erre * 

f'(x) = e* — e 

f"(x) = et+e* 

Com f'(x) = O temos, para raiz, x = O. 
Calculando f"(0), vem: f(0) = e? + eº=2>0. 
Portanto, x = O é ponto de mínimo. 


f(x) = logo (1 + x2) 


mm HX oem - 
tO= TE WO =D = 4=0 
2-— 2x? 
= Tr 


Então, f(0) = 2 >0 => x= O é ponto de mínimo. 
2 


fo) = (x — 1)3 

2 
f(x) = É = 0 
o 3Nx— 1 


Não é possível determinar os extremos usando o critério da derivada 
segunda. 
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enx—-24nL en É 
lc as 
x(£n x)? x (£n x) 
4 4 
f6)=tn—=0 6 —=1 5x=4 
x x 


Calculemos f" (x): 


tm x+ ên - (tn x + 3) 
f() ==>», 


x(Ln x)? 
SA. fu = —1 o = aê 
Então: f"(4) = 16(Un 4) 23 <O => x=4 é ponto de máximo. 
Então, determinemos f(4): 
2º 4n2 0 1 1 a a 
f(4) = (en 47 2442 > p(a, PERA é ponto de máximo. 
261. f(x) = —(x — 12 
f0)=-—-2(x-— 1): f(x) =0>5x=1 
f(x) =-2<0 5 x= 1 é ponto de máximo. 
Então: f(1) = 0;f(-2) = —9: f(3) = —4. 
Isso significa que: 
x = 1 é ponto de máximo absoluto. 
x = —2 é ponto de mínimo absoluto. 
262. fl) =x2—- 4x +8 
f(x) =2x—-4 5 x=2é'raiz de f'(x). 
f(x) =2>0 > x=2é ponto de mínimo. 
Então: f(—-1) = 13;f(2) = 4;f(3) = 7. 
Isso significa que: 
x = —1 é ponto de máximo absoluto. 
x = 2 é ponto de mínimo absoluto. 
o x+2,sex<1 
268. f(x) = x —- 6x+8,sex=1 
Po) = 1,sex<1 
W=|x-6,sexz1>x=S3éraizde f'(x) 
bo) = O, sex<1 
a 2, sex=1>x=3 é ponto de mínimo 
Calculando os extremantes: 
f(—-6) = 4: f(D) =3;:f(1) = 3; f(3) = —1. 
Concluímos: 
x=1 ex = 5 são pontos de máximo absoluto. 
x = —6 é ponto de mínimo absoluto. 
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265. 


267. 


Seja P(x, y) um ponto da curva (x — 3)2 + (y — 6)? = 20. 
x—- 32 EE É 62 


Notando que = 1, façamos: 
20 20 
EO sepelEl sm 
(20 (20 


(Assim teremos a vantagem de lidar com uma só variável: 9.) Temos, então: 
x=3+20-cos6 e y=6+20-sen6. 
Calculemos a distância entre P(x,y) e (—2, —4): 


d=Vx+22+(y+42=N(5 + 20 - cos 92 + (10 + 20 - sen 62 = 
= 145 + 10420 - cos 6 + 20120 - sen 6 


Para calcularmos os valores de 6 que tornam d mínimo (ou máximo), 
calculamos d' e impomos d' = O. Resulta —sen0 + 2 -cos06=0 => 
> tg 0 = 2. Daí resultam as alternativas: 


mi cuad==É > P(5,10) 


(5 NE 
ou 
sni==-cemsi= == > P1,2) 
5 (5 


As distâncias desses pontos ao ponto (—2, —4) são, respectivamen- 
te, V245 e V45. 
Conclusão: (1, 2) é que está a distância mínima. 


Cc A figura ao lado é uma seção da esfera e do 
cone inscrito, feita por um plano contendo o 
eixo de simetria do cone. 

O volume do cone é dado por: 


V= a rh, em que r = BE (raio da base do 
a 22 B cone) e h = CE (altura do cone). 
E No triângulo retângulo BCD, temos: 


(BE2 = (CEX(ED) > 2 =h(2R-h=2Rh—-h2 5 r=V2Rh-— h2, 
Então, em função de h, temos: 


V= > (2Rh? — 9) 


Procuremos o valor máximo para O < h < 2R: 


v=5(4rn 3h?) 
V'=-05 h= io 
s 4R 
Como V = O parah = O ouh = 2Re, sendo h = 3" então: 
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mw [32Rê — 32mRê, 2" 4R. E 
V= E (E) V= 81” portanto, h = 3 é o ponto de máximo 
para V e, nesse caso, 
= (op. ARO 16R2  ( 2N2R 

3 9 É 


A área total é dada por: A, = mr(g + r) (1) 
Considerando o ACOD, temos: 
xX=(h-R2-R2 > x=vh2-2Rh. 
Comog=x+rentãog=Vh? — 2Rh + r (2) 
Mas devemos colocar toda a equação em 
função de uma única variável. 
Então, da semelhança dostriângulos ACODe 
R h2- 2Rh R 


X-r MUS So 
ACEB, vem: h E > A E = 


R2h h 
TR Rea O 


Então, substituindo (2 


, Vem: 
A PL (em en. Rr lra)= 


h2 
> Ap = TRAD2R 
Derivando, vem: 
vo h2— 4Rh 
Aj= (n=2R7 e, com A;= O, temos h = Oouh = 4R. 


Como A,= 0Oseh = 0O,entãoh = 4ReA,= 87R2. 


AR — + hoo = 
Então: r=R [F>9R Ss Ff V2R 


268. Uma caixa de dimensões x, 3x e h, com tampa, planificada, é mostra- 
da na figura abaixo: 
E 
3x 
Í EE À ex 
nZ Sh 
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270. 


211. 


A área de papelão utilizada para montar essa caixa é: 
S=2(xh)+ 2(3x-h)+ 23x -x) = 6x2 = 8xh. 


O volume da caixa é V = (3x)(x)(h), então h = o e daí 


8vV 
= 2 EE 
S= 6x + 3x 
y 8V 
S' = 12x — 3x2 
Er RR E E 
9 3 2 
3— fr 
As dimensões procuradas são a : y 6V e =5" 
xy= 300 > y= de 


(x + 4)y + 3) = A (área total da página) 
Então: A = 3x + 4y + 312. 

300 
Como y = EE | Vem: 


a=3x+4: DD a92 5, 


3(x2 + 104x + 400) 


5 A= DDD. 
x 
Derivando A, temos: 
-(y2 Di 

a = 3 (2X + 104)x a + 104x + 400) E e 200. 
Determinando as raízes de A', vem x = —20 ou x = 20. 
Só interessa o valorx = 20 > y = 15. 

x+4=24 
Então, as dimensões da página são: + e 

y+3=18 


preço de venda, por quilo = 3000 — 30x (x é o nº de dias) 
variação do peso, por dia = 150 + 2,5x 

preço de venda do porco: v = (3000 — 30x)(150 + 2,5x) (1) 
custo do porco por dia: 2000 

custo do porco em x dias: c = 2000x (2) 

lucro = (1) — (2) 

£ = (3000 — 30x)(150 + 2,5x) — 2000x 

£ = —75x2 + 1000x + 450000 
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Derivando: 

4! = —150x + 1000. 

Obtendo a raiz, vem: x = 6,6. 

Se vender no 6º dia, o preço de um porco será Cr$ 453 300,00. 

Se vender no 7º dia, o preço de um porco será Cr$ 453325,00. 
Então, o lucro será máximo se o fazendeiro aguardar 7 dias para 
vender os porcos. 


custo = a + bx (x unidades) 
venda = e — dx (cada unidade) 
lucro = € = (c — dx)x — (a + bx) 
=cx— dx—-a-tbx 

=-dx2 +(c—bx-—a 
Derivando, vem: 

t'= —2dx + (c — b) 

Obtendo a raiz de t', vem: 


OR QE O (RR pe 
2d 
f(x) = x2 + 9x 
f'(x) = 3x2 + 9x 
f"(x) = 6x 
Araizde f"(x) = 0éx = 0. 
- + Para x < O, concavidade negativa. 


X Parax>0, concavidade positiva. 


0 


Calculando f"" (x), vem: 
f"(x) =6 %0. 
Então, f(0) = O > (0,0) é ponto de inflexão. 


tm = 

Fo) = — e Ee = + 

E" (x) 2x(x2 — 1)2 ms Tb — 4x) 

Er 9) o 2 3) E fan es a 3) 
2x(x2 + 3) 


ao 


Fazendo f"(x) = O, vem x = O como única raiz real. 
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Os pontos x = —1 ex = 1 são pontos de descontinuidade, pois 
anulam o denominador. 

Verifiquemos o sinal de f"(x) nos intervalos referentes aos extremos 
—1,0€e 1. 


2(—2)4 + 3) 


= o O r()- 


n 224 + 3) 
E- >0 "= ap >0 
4 
ne 1 - 0 - 1 x 


Assim, temos: concavidade positiva para -1 <x<0oux>1 
concavidade negativa parax< —1 ou0O<x<1 


Como x = O é raiz de f"(x), então vem f(0) = DR = O, que signi- 
fica P(O, O) é ponto de inflexão. 
275. t)=Yx-2 
f( = o 
5Y(x — 2) 
ao -ANX=2 
f"(x) = 25 


Resolvendo f"(x) = O, vem x = 2. 
Analisando o sinal de f"(x) à esquerda e à direita de 2, vem: 


-4 5 
rúij== 2150 o 

a ij === "Ass 
RE ias 5 2 E 
P(3=5 VI <O 


Então: para x < 2, concavidade positiva 
para x > 2, concavidade negativa 
Sendo 2 raiz de f"(x) e f(2) = O, então P(2, 0) é o ponto de inflexão. 


2x 
276. fi)=5 TE— TF | 
2 DE e ; 2 2 — Aly? — 
F'0g = 2(x2 + 4)2 — 2x E + 4) S Pw= 4(x 2) 
[he + az] (x2 + 4)2 
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5 3 
" — 8x(x2 + 4)2 + 4(x2 — 2) - 5x(x2 + 4)2 
f"(x) E 
[te + a] 
2— 
Ex) = 12x(x S) 
(x2 + 4)2 


Determinando as raízes de f"(x), temos: 
12x(x2 —- 6)=0 > x=-V6 ou x=V6 ou x=0 


—J6 0 6 


Estudando os sinais de f"(x), verificamos que: 

para x < -V6 ou0O <x< 7/6, concavidade negativa, 
para -V6<x<00ux> 76, concavidade positiva. 
Para obter os pontos de inflexão, determinemos f"" (x). 


1 5 
mr 36(x2 — 2x2 + 4)2 — 12x(x2 — 6) - 7x - (2 + 4)2 
f (x) E = = MC = = 
(x2 + id 
= 4 — 2 
E" (x) = 48(x é + 6) 
(12 + 4)? 


Então, temos: 


(NG) = —A8S(36 — 12 O ij 
(6 + 4)? 
(NG) = —A8S(36 — 12 LO pr(O) = -A8S(0 — 0+ apo, 
(6 + 4)2 (0 + 4)2 


Assim, —6, 6 e O são abscissas de pontos de inflexão. 
Determinemos as ordenadas desses pontos: 


f(-6) = alo) 60 ., pi(N6, 00) 


E, 

2lv6) 60 V60 
f(V6) = VÃO: = “Bo > Pal, 150) 
f(O) = Eri =0 > P;(0,0) 
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2 <1 
277. tW)= Ê dee 


xX —-4xX2 + 7x-3,sex=1 
FO) = 2x, sex<1 
()=]ax-8x+7,sex>1 

Ph) = 2, sex<1 
W=l6x-s,sex=1 

= O,sex<1 
Pe 


Determinando a raiz de f"'(x), temos: 


f(x) =0 & 6x 8-05x=5. 


3 , 
f"(x) > 0, o que significa que nesses intervalos temos: 


Para x = 1, "S) * O, para 1 <x< Rs f"(x) < 0 e para x > E 


parax< 10ux> aa concavidade positiva 
4 A , 
para 1 <x< >, concavidade negativa 


-A (9.43 (4 83), inflexã 
para x = 3º (8)- 27 = P(á, e ponto de inflexão. 


parax= 1,1) = 1 => 0(1,1) é ponto de inflexão. 


278. f(x) = sen x — cos x 
f'(x) = cos x + sen x 
f"(x) = —sen x + cos x 
A concavidade é positiva se f"(x) > 0. 
9x 


Então: -senx + cosx>0=2E +2km <x< SE + km 


279. f)=X8—-x 
f(x) = 5x! — 4x2 
f"(x) = 20xº — 12x? 
A concavidade é negativa se f"(x) < O. 
Então: 20x) — 12x2 < 0 > 4x(5x — 3)< 0. 


4x2 


Bx—3 


Fº(o) 


f"(x) < O para x 
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280. fg)=(x2-1)x-4) 
f'(x) = 2x(2x2 — 5) 
f"(x) = 12x2 — 10 
f(x) = 24x 


Obtendo as raízes de f" (x), temos x = . [8 
r(:/5) = 2a(* 3) * 0 

Então, x = [5 são as abscissas de pontos de inflexão. 
Calculando as ordenadas: (:/3) = E 1fE 4) = = 
Então, os pontos de inflexão são: [1% + e (12. e) 


'(x) < O > função decrescente 
x) > 0 > concavidade positiva 


281. x>ce| 


x) > O > função crescente 
"(x) > 0 > concavidade positiva 


ana q f'(x) > 0 = função crescente 
*2€€1 f(x) > 0 = concavidade positiva 

a f(x) > O => função crescente 
*S€C€| f(x) <0 = concavidade negativa 
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283. f'(c) = f"(c) = O (a reta tangente ao gráfico é paralela ao eixo x) 


x<cef"(x)>0 = concavidade positiva 
x>cef"(x) >0 => concavidade positiva 


284. f(x) >0 > o gráfico está todo acima do eixo dos x. 
f(x) <O => função decrescente 


f"(x) > 0 => concavidade positiva 


CO) 


x 


285. f(x) >0 > o gráfico está todo acima do eixo Ox. 
f(x) > 0 > função crescente 
f"(x) > O => concavidade positiva 


T(x) 


x 
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286. fxN)=ao+ax+ ax + ax 
f(x) = aq + 2a,x + 3agx2 
f"(x) = 2a, + 6aax 
f" (x) = 6as 
Sendo (0, 3) extremo relativo, vem: 
1) (0) -agefO)-3 > ao =83 
2)x=Oéraizde f(x) > f(0)=0ef(0)-a,>a,=0 
Sendo (1, —1) ponto de inflexão, temos: 
VN) HO > 633%0>a5%0 
2)f(1)=-0 > 2a, +06a,=0 > a = -—3as 
3 f1)=3+a+asg=-1 > a=-4-as 
Então, -4 —- as=-3as)>as=2e, portanto, a, = —6. 


287. fxM)=ao+ax+ ax + ag + ax! 
f(x) = aq + 2a»x + 3agx2 + 4agxê 
f"(x) = 2a, + 6agx + 12a,x? 
f" (x) = 6as + 24a4x 
Se o gráfico passa pela origem, então: 
f(0) =0> ag = 0. 
Se o gráfico é simétrico em relação ao eixo y, então 
f(x) = f(—x), Vx, e daí 
ax + aox2 + agxº + ax! = —agx + ax? — agx? + agx?, Vx 
entãoa, =-a,€eas=-as,0useja,a, =0eaz;=0. 
Sendo (1, —1) ponto de inflexão, vem: 
1) f(x) =242,0> a,*%0 
2) f(1)=0 > 2a,+12a,=0 > à = —6a, 
33 f(l)=a+a=-1>a=-1-a 
6 


> d = —2 


Então: -1 —- aq =-6a4 > 84 => 5º 


5 
288. f(x) = 2xº — 6x 
a) Seu domínio é R. 
b) A função é ímpar, porque: 
fl=x) = 2(—x2 — 6(-x) = —2%) + 6x = —(2x3 — 6x) = —f(x). 
c) Não há pontos de descontinuidade em R. 
d) Fazendo x = O, temos f(0) = O. 
Fazendo f(x) = 0, temos 2x3 — 6x = 0, isto é,x = O ou x = +V3. 
Asinterseções com os eixos são os pontos (0,0); (-V3,0)e(V3,0). 
e) lim f(x) = lim xê = +00 
x— +% 


lim f)= lim xX2=—o 
XC —oo Xx— —o0 


f) f(x) =6X — 6 = 6(x+ 1)x — 1) 
então:x=-—-1 oux=1 5 f(xy)=0 5 fcerescente 
-1i<x<1i> f(xgy<0 > fdecrescente 
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9 f(0)=0 > x=-1oux=1 


PO) = 1% 5 PER =-12<0 


f"(1) = 12>0 
então f tem um máximo em x = —1 e um mínimo em x = 1. 
h) f"(x) = 12x e, então: 


x<0 > f"(xy)<0 > concavidade negativa 

x>0 5 f"(x) > 0 => concavidade positiva 

Como o sinal da concavidade muda em x = O, o gráfico tem um 
ponto de inflexão em x = O. 


TO) 


289. a) O domínio é R. 

b) A função não é par nem ímpar porque: 
fl—x) = —4 —x2+ 24x — 1 f(x) e — f(x). 

c) A função é contínua em R. 

d) (0) = —-1 > (0, —1) E gráfico 
fg) =0>54% —-x2- 24x — 1 =0 >três raízes reais irracio- 
nais, sendo uma positiva 

e) lim f(x)= lim 4X = + 
x— + X = 500 


lim fi) = lim 4x2 = —o 


x— —o0 x— —o 


9 fl)=122-2x- 24= 12x E Sp a 5) 


x<-5 ou x=5 > f(x) =0 > fé crescente 


“3 <X<S E > f(xgy <0 > fé decrescente 


2 
g) f"(x) = 24x — 2 
4 [4 ms " 4 4. EA 
«--35 r(5)-0er[ S)<o = 3 é ponto de máximo 
o e B. = 
«=> r(5)-0er[5)> 0 = 5 é ponto de mínimo 
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h) x< E) > f"(x) < O = concavidade negativa 


Xx> ES > f"(x) > O > concavidade positiva 


12 
Como o sinal da concavidade muda em x = - este é um ponto 
de inflexão. 


290. a) O domínio é R. 
b) A função não é par nem ímpar porque 
fl-xy) =3xX — 4x3 + 6x2 — 4 f(x) e —f(x). 
c) A função é contínua em R. 
d) f(0) = —-4> (0, —4) E gráfico 
fg) =0>3X + 4X + 6x2 — 4 = O = duas raízes reais e duas 
raízes imaginárias. 


e) lim fX)= lim 3X =+0 
x— + Xx— +oo 
lim f0)= lim 3x4= + 
Xx— —% X — —do 


f) f(x) = 12% + 12x2 + 12x = 12(x — 0x2 + x + 1) 
x<0s> f(xy)<0 > fé decrescente 
xz0 5 f(x) =0 > fé crescente 
f"(x) = 36x2 + 24x + 12 
x=05 f(0)-0 e f(0)>0 5 0 é ponto de mínimo 
Vx E R,f"(x) > O = concavidade positiva. 

16,9) 


vo, 


5 
— 
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fl) = (x — 1)Ax + 2) 

a) Seu domínio é R. 

b) A função não é par nem ímpar, pois: 

ed (=x=1) (4 28=[ =p )P=to-2)P==(1+ 1P= 2) 
A função polinomial é contínua em R. 


o o 
= 0— 


Fazendo x = 0, temos: 

f0) = (—-1)(23 = 8. 

Fazendo f(x) = O, temos (x — 1)2(x + 22 = O, istoé,x= 1 oux= —2. 
As interseções com os eixos são os pontos (0, 8); (1,0) e (—2,0). 


o; 
3 
E 
Ea 
| 
3 
x 
q 
| 
+ 
8 


9 FO) =(X-— 1Xx+ 2)2(5x + 1), então 


x<- oux=1 > f(xg=0 = fécrescente 


+ <x<1i> f(y)<0 > fé decrescente 


g) f(x) =0>x=1oux=-20Ux= S 
f"(1) = 54>0 
f"(x) = (x + 2)20x2 + 8x — 10) > : a = A85 
' (-5) = pro 
a la 2ioá 1 
então f tem um mínimo em x = 1 e um máximo em x = “5 
h) f"(x) = (x + 2)20x2 + 8x — 10), então: 
x+2 = x 
202 +8x-10—— | x 
fº (x) — 
—2 — 3/6 =D 4 SG a 
parax< 200500 <“X<4090> f"(xg) <O > 
=> concavidade negativa 
—2 — 3/6 => 4 246 n 
para 2<x< 4090 E > f"()>0 > 
=> concavidade positiva 
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Como o sinal da concavidade muda em x = —2,x = ade 
—2 + 3/6 a E nus 
e x= ET o gráfico tem 3 pontos de inflexão. 


09) 


292. f(x) — 3x 

a) O domínio é R. 
2 
3 


b) f(—x) = 3(—x) 2( x) = 3x) + 2x 
A função não é par nem ímpar. 
c) Não há pontos de descontinuidade. 
d) x=0 > f(0)-0 
f(x) =0 > x=00ux= 5 
Então, os pontos de interseção com os eixos são: (0,0) e [E 0) 
e) lim f(x) = lim (—-2x) = —o0 
x=> + dia 


lim f(x) = lim (—2x) = + 
x— —o0 x— —o0 


9 f)=5>-2 
X 
3 
fW=0 6 5& 2=-05V=15x=1 
Vx 
ada 
anaçao GE sirial de 2-2 
pt) = 25,25x, 
x 'K 


f(x) 


Então: para0O <x<1,f'(x) =0 => fcrescente e 


parax=<00oux=1,f(x) <0O > fdecrescente 
2 


9 ft(0)=—s > f(1)= É < 0, tem máximo emx = 1 
n) Fm) = 2: = x< O, f"(x) < 0 => concavidade negativa 
O x>0,f"(x) < O = concavidade negativa 


8 | Fundamentos de Matemática Elementar 105 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


Como o sinal da concavidade não muda em x = O, então x = O 
não é ponto de inflexão. 
f(x) 


293. a) O domínio é R. 
b) A função não é par nem ímpar porque: 
4 


f(=2) = —x? + 2x? £ f(x) e —f(x). 
A função é contínua em R. 


2) 
— 


d) (0) = 0 > (0,0) E gráfico 
1 4 
f)=0>x)+2xX]=0 > Ni = Nx > 8x4 = —x = 
> x=00ux= > (0,0) e [+ 0) estão no gráfico 
4 
e) lim fo)= lim 2x) = +00 
x— +00 x— + 
pas 
lim fo) = lim 2x) = +00 
x— —o0 + 00 
is 8x 1+8 
Re 3 3x2 
X< E > f(xg) <0 > fdecrescente 
x=> É > f(x) =0 > focrescente 


2, 8  -2+8 
be 9x 9x6 


Variação de sinal de f"(x): 


8) f(x) = 
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x<0 ou x >5 > f"(x) >0 > concavidade positiva 


O<x <> > f"(x) < 0 = concavidade negativa 
ih 


pontos de inflexão:x = 0 e x= Z 


aa 


h) x= 1 Es (5) =0e (3) >0 > É é ponto de mínimo 


f09) 


294. a) O domínio é R. 

b) A função não é par nem ímpar porque: 

q: 
fl>)=1—-(x+2) £f(x)e —f(x). 

c) A função é contínua em R. 

a fto=1-N2 = (0,1-N2) E gráfico 
gy=05Ix-2=-15x-2=-15x=15 
=> (1,0) E gráfico 

1 
e) lim fx)= lim (x— 2) = +00 
x— +00 x>— + 
ES 
lim fo)= lim (x— 2) = —o 
x— —o0 Xx— —0%0 
9 f()= ==> 
3 (x — 2)2 
vVxeR,f'(x) > 0 5 fé crescente em R 
2 


8) fº(9) RIR DE 
x<2 > f'(xy)>0 = concavidade positiva 
x>2 > f'(x)< 0 = concavidade negativa 
x = 2 é ponto de inflexão. 
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295. f(x) =xV1 — x 


a) Domínio:1 —-x=0 5 x<1. 
b) f(—x) = —xV1 + x; a função não é par nem ímpar 
c) Não s pontos de descontinuidade em x< 1. 
d) x=0 > f(0)-=0 
x=0 
fg) =0 5 x1-x=05 
x=1 
As interseções com os eixos são os pontos (0,0) e (1, 0). 
e) lim f(x) = lim x=—0 
x— —o0 KU 00 
Como x <1,nãohá lim. 
x— + 
2-—- 3x 
9 fg=S= 
2V1 — x 
by) = -2 
f(x) =0 > x= 3 
Então, x = - > f(x) =0 > fcrescente 
2 
x= 3 f(x) <= 0 > fdecrescente 
3x— 4 
E Th) == Ã 
a (1 — x) 
2 a 2 
fio|=——====< 0 5 ftem máximo emx = > 
3 238 3 
J(1-5) 


n f)=0>x=5 


flexão no domínio de f. 


> 1,0 que significa que não há ponto de in- 
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f(x) 


296. a) O domínio é R — (3). 
b) A função não é par nem é ímpar porque: 
x+1 


f(—x) = ER * f(x) e —f(x. 
c) A função não é contínua em x — 3. 
d) x= 0 > f(0) = += o, 5) E gráfico 
f(x) = 0 > Mo 5 x=-1 > (-1,0) E gráfico 
1+5 
e) lim f(x) = lim =1 
x— +00 x>— + 1 J 3 
x 
1+5 
lim f(x) = lim - 1 
Xx— —o0 Xx— —o00 1 E = 
—4 á 
f) f'(x) = K=3Ê 
Vx*83,f'(x) <0> fé decrescente no domínio 
" 8 
9 FW=>3p 
x<3 > f"(x) <0 > concavidade negativa 
x>3 > f"(x) >0 = concavidade positiva 
x = 3 não é ponto de inflexão, pois não está no domínio de f. 
h) lim f(x) = —0o e lim f(x) = +00 
x—37 x—3+ 


TO) 
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297. 


f(x) = 


9x 
x2+9 
Domínio é R. 
iu DO o EBR E 
f(—x) = EX +59" %+9 f(x) = fé ímpar 
Não há pontos de descontinuidade. 


x=0 > f(0)=0 
fx) =0 > x=0 
Então (0, 0) é o único ponto de interseção com os eixos. 


lim f(x) = lim 2 - lim — = lim 4-0 
x— +00 x— + x— + d+ 5) x> + 
lim f)= Im S=0 
x— —oo x— —o X 
9(—x2 + 9) 
f(x) = >> ———5 
09 = (ez + 9) 


f()=0 > -X2+9=0 5 x=-30ux=+3 
x<-30ux=3 5 f(x) <0 > fdecrescente 
—-3<x<3 5 f(x) =0 > fcrescente 


9(2x3 — 54 
f(x) = Eos + as 
f"r(—3) = DC > 0> -3 é ponto de mínimo 
f"(3) = da rei <0> 3 é ponto de máximo 


fW=0>5 28-54x=0 > x=00ux= +33 
x<-3/3 ou 0<x<3/3 5 f"(x) < 0 => concavidade negativa 
-3/3<x<0 oux>313 5 f"(x) > O > concavidade positiva 


Como o sinal da concavidade muda em x = =5 5, x=0€e 
x= 3/3 , estes são três pontos de inflexão. 


TO) 


00 
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fora — Noções de Cálculo Integral 


299. x = 15 
x, = 25 
x = 35 
xy = 45 
200 200 
a=S 10 + SO .d0 + SO 10 + É. 10 


” A A 1,4 
A = 2000[15 de | 

o 248 5 
A=2000:5 > A=3149 


[5] 
301. a) l, (Dx + 7)dx, para X; = X 4 


Como a função 5x + 7 é contínua em [1, 5], sabemos pelo teo- 
rema 1 que a integral existe. Dividindo [1, 5] em n subintervalos 


E 4 
iguais de comprimento ml temos: 


E id de E di E: Es pa 
Xw=1X=1+0kX%=1+2 pe Xi-s = 1 + (i Dm 
R=d sis 

n 
Sendo X; = Xi - 4, Vem: 


m=-su+7=5(140-n5)+7-5 +26 -9)+7- 


= 12 4, 20, -. 20 
n n 
f(X)A;X = [12 + E = So 


4. 48 80, 80 
FODA = E Sado CARS 


Logo, 
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302. 


es 


E 


x2dx 


n 
n n nº i=1 
n 
-48- 80,80 $ 
n ne i=2 
n 
Como Li= tn , vem 
I 
n 
Z imAx=48 do Sport) gd a «of? à a) 
i=4 n n 2 n n 
4 ia 4 
Como Ax = Aox = Ax =... = AX m' à norma p será igual a —; 


logo, quando pg se aproximar de zero, temos: 
1) n cresce arbitrariamente 


2) = se aproxima de zero 


aq a 


se aproxima de um 


n 


4) > f(x)A;x se aproxima arbitrariamente do número 48 + 40, 


i= 
n 
ou seja, p= 0>. z, f(X)Ax = 88. 
E 
As considerações iniciais são as mesmas do item a. 


Fazendo x = 1 +i- ã, vem: 


mma +7=5(1+14)47-124 20] 
x) ax =(12 420) E 

n n n 
n n n 
> fax = E e Si=n a 
i=1 i=1iN n n nºi=a 
-as + (MOI) ag ao(0I 2) 


Com as mesmas considerações finais, temos: 


n 
p=0> 1 fajax=8s8. 
e 


x2 é contínua em [3, 6], logo a integral existe. S 
Dividindo [3, 6] em n subintervalos iguais de comprimento E temos: 
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w=34=3+5; x» =3+2- 
. 3, 
K-1=38+(i- Do Xx=3+i: 
= 3 
Tomando MH = 4 =S lies vem: 


2 
1m-=(3 +15) -o+ Ei 


f pa-[9 418, , Sp) 2-2, SS, + Zip, 
n n n 
Então 
E ara e DO BA ORE 
Etna 2/2 ne += 
6 6 
n nºi=3 nºi=s 
- 27 + SO tt, OM (motta tt. 
n > n 
=27 + 27(DEI O), S(n+ tin + (Qn +21) 
n 2 
3 3 
Como Ajx = AX =... = AX NE então pu = logo, quando pg se 


aproxima arbitrariamente de zero, temos: 


1) n cresce arbitrariamente 
+ 
2) n+1 


se aproxima de 1 


3) —— se aproxima de 2 
6 
4) 2, f(x)A;x se aproxima arbitrariamente do número 27 + 27 + 9 = 


6 
=63,0useja,p=0=> XL fR)Ax = 63. 
E 


E 2/1 4 1 
308. a) Jo xx = [= 5 0=5 
2 3 2 
2 =X - 1a psi == = 
b) ), xx — E 15 3X 1 3 (8 D=5 
Cc) Já sen x ax = —cos xJj = (cos E — cos 0) - = 1)= 
V2 
nd 
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309. 


310. 


E dE sonia 
o 4 2 


T 
d) fa cos x dx = sen x 
(o) 


a: B: 
Tp Any =9X -2 (45 po A 
|, 2x ax = 2] x dx=25|-a 5 (1 (—1)º) : 
2! 2 2 2 
a) |oe - 3x + 5)ax= [2x — 3) xax+ | 5áx= 
2! 2 2 
xê x2 
= 035 o + DXlo = 
- (8 0) Sta +52 -0-5-6+10- 5 


b) E (sen x + cos x) dx = senxdx + [2 cosxdx = 
2 “a 


=—COSx| m+senx|. 


mta ma 


-(0-0)+(1-(-1)=2 


Eu a 
2 20 
(o) [on 


c) lã (1 + cos x) dx = [2 dx + Jicosxdx =x + sen x 
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=[7 LU E 
-(5 0)+ (sen Z sen 0) 2+1 


d) To xs — a)x ax = Jo (x8 x) ax = Joxº x — fox dx 


XxX xn 41 1 4 q 5 
Th 2h 74-0-20-0=7-2=-44 
e) Ji Ea [ea pl 7 q 
X == [OX = X X X X — 
1 x ft 
3 3 3 1 1 
- Se + 2x? h = 2ly 12) + 242013) 
«Ligo <A MA fg 20 
=58-1+272-0=5 +2=5 
312. a fxg)=4-x2?, [a,bJ=[-2,2] 
2 x 
Fog = J(4 2) =44—- E 
Pala x2) dx = F(2) — 2)= (-)-2 
b) f)=x2+7; [a,b]= [0,3] 
Fog = [lh2 + 7) de= 5 + 7% 
“(2 + 7) dx = (3) F(0)= 30 - 0=30 
Ip 
c) fx) = 3 + sen x; Ga 
FO9 = [(3 + sen x) de= 3x — cos x 
[2 3 + sen ax = (5) Fo) = E -n-ÉE+a 
d) fo)= x + 1; [a,b]= [0,4] 
3 
Fo) = [lx + 1) de= Éx2 + x 
Fo fio dx = F(4) ro) = 0=& 
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e) f(x) a, b] = [0,1] 


ane O ad 
1+x2' 


Fx) = j [Ea] dx = arc tg x 


E f(x) dx = F(1) — F(O) = 


317. a) y=xey=x2 
xX=x5x-x=05xx-1)=05x=00ux=1 


b)y=x-1ey=1-xº 
xX2-1=1-3252%%X=2532=15x=+1 


Fog = fla x — (x2 1) ax = [( 22 + 2)dx= ZÉ + 2x 


y 


116 Fundamentos de Matemática Elementar | 8 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


o) y=xXey=2x+8 
xX2=2)xX+85x2-2x-8=0>5x=-20ux=4 


x 
Fog = [(x+8-)ax=2+8— = 


Is (2x+ 8-x2)dx= F4)-— F(-2)= 


— = 36 


- 80 28) 108 
E 


3 


y=2x+8 


dy=-2ey=-x>x2=ixsxy=xsxx-1)-05 
> x=00ux=1 


3 
F(x) = Jlvx x2)ax = =x E 


3 
Falvx x2) dx = F(1) — HO) = = 0= — 


e)y=senxey=x2-— ax 
Analisando a função y = x? — x, temos: 
x -1x=0 > x=0ex= (raízes) 


a: > 
“oa 2 fm o m2 
TÁ mr 2 “eloa 
Wa 4 
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3 2 
— —-y es RA SL SO 
F(x) Jsen x— x2+ mx) dx o da a 
T mê 3 
Fi (senx—»2 + mx) dx = F(m) — no)=(1+5)- (-1)=2+— 


2 x 2 
318. a) Fog = [rot at =(8E + 2)) SE sas 
F 


2 2 
GE Da DÊ ua 
dx 2 x 
x 8 8 ES 
b) fvta= St = 502 28? E=2=k 
x 8 8 ES 
c) Putat= St = 508 -É1? E =32 =x 
= 16 16 
320. a) ti= “los fts 738-3x= [uiS-u' du o o= SED 
b) Do bo fem. 30x= fotu dx=eu+c-eX+c 
o) PE Ul= [5-cos5xdk= foosu-u'ó= senu + c= sensx+o 
5=U á 
3x + 7=uU VA = u2 -2 e = 
REA |= fa ud= SD +e=GX+MP+o- 
- EH +o 
e) ti =ulo fuz-ud= cviso=-Loro 


3x2 = u' 
-Sesto-Set+o 


xX=u X.y2 dE x. 2y2 a u.u! — 
321. a) |=fe 2 a=< Je 3x dx =3)e u dx= 
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b) Fá |x “cos 3x? dx= = fcos 3x2: 6xdx= = fcos u-u'dx= 
= Esenu+c=Esen3+o 
c) Odu fox asa E fox ape -sar= À fuis ur áe= 
14 = 14 
«to 
d) Sa 1 alfa E futura 
“12. p+c-Z- gire ZE +e 
5 3 15 15 
e) D+ TEU [ap xo À fee 7)-2-3dx= 
=Sfutud= dl ro=-Iatiito= 
a 
38x + 7) 
322. a) Devo fosax= À for. 36x = à fos-uax= 
=Seic-Sex+o 
= 6 
b) SENXT Ud, flsen x cos x dx = Jus cu ax= Do = 
º (sen x a 
Cc) > us, fsen 5x dx = = [sen 5x: Ddx= à [sen u-u' dx = 
= E (-cosu) + c= SS o 
d) BHL= UA, foos (3x+ 1) éx=  foos (x + 1)-3dx= 
= = Joosu-u' dx = 5 (sen u) + 0 = SAID 
e) Ea “= fe —2wt dx = => Is — 2)4-2) dx = 
= futeua= dE ro- BM 
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120 


328. 


a) |x- sen x dx 


Fazendo v(x) = xe u'(x) = sen x, então v'(x) = 1 e u(x) = —cos x. 
Portanto: 
ES sen x dx = u(x a E —Cos x) dx= —xcosx + senx + c 


b) fix + 7) cos x dx 
Fazendo v(x) = 3x + 7 eu'(x) = cos x, então v'(x) = 3 e u(x) = senx. 
Jveu dx = uv juv dx = J(3x + 7) cos x dx = 


= (8x+ 7) senx- [senx-3dx=(3x+ 7) senx— 3 [senxdx= 
= (3x + 7) senx + 3 cosx + c 

c) Jex- 1) - ex dx 
Fazendo v(x) = 2x — 1 eu'(x) = e$ então v'(x) = 2 e u(x) = e*. 
Jex- nerax=(2x— 1)-e!— fer. 2dx=(2x— 1)e!— 2 +0= 
= (2x— 3)e*+ c 

d) Ja + 1)- cos 5x dx 

vo) = —3x + 15 v(x) = —3 


sen 5x 
5 


e. 5x 


Fazendo 
u'(x) = cos 5x > u(x) = 


Jt-sx + 1) cos 5x dx = (3x + 1): 


— + sen 5x dx = 


- SED, sen 5x + 5 = [sen 5x: 5 dx= 


L(-3X+1) = = 
a é sen x + 55 (— cos 5x) + c = 
(3x + D cengy- 3008 5X | MT 3x + 1)senSx— 3cos 5x | 
5 25 25 
e) fox 1)-et-* ax 
v(x)=2x-3>v(x) =2 
1 


Fazendo I u'(x) = el * = u(x) = Jet “Xdx= as e 


1 1 
= 1— 3X E e = SK no E EE tAL SK = 
Jtx 3)e dx 3'€ (2x — 3) fel be dx 


. 2x3) 1- 3x z 1-3x = 
= 3 e +3Je dx = 
= A Ba Siet-nro= 
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= 22 +83 2 1-3x e 
- 3 5) + € 
= (5x + Sea É 
324. Sendo A(1, 1) e B(2, 3) determinemos a reta que passa por esses 
pontos. 
1=a+b = = » E 
Ee 1>f(y)=2x—1 
= b à = 2 2 Ras sm. 2X E) o 
V = Jo tfto) dx V - Ji (x 12 dx=5 dt =D 
-T [93 43] = 137 
6 [3 1º] 3 
3 3 x? 3 
325. v=n fita =m)xtax= = 
mu q 2427 
3 (243 — 1) = Ri 


4 2 4 =, 
325. v= 0 [E] ax= nJix2ax= 0 = 
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FUNDAMENTOS DE MATEMÁTICA ELEMENTAR 
é uma coleção consagrada ao longo dos 
anos por oferecer ao estudante o mais 
completo conteúdo de Matemática 
elementar. Os volumes estão organizados 
da seguinte forma: 


volume] conjuntos, funções 


VOLUMES sequências, matrizes, 
determinantes, sistemas 
per e combinatória, 
probabilidade 
complexos, polinômios, 
VOLUME 6 = 
equações 


| VOLUME 10] geometria espacial 


A coleção atende a alunos do ensino 
médio que procuram uma formação 

mais aprofundada, estudantes em fase 
pré-vestibular e também universitários que 
necessitam rever a Matemática elementar. 


XY 
e Atual 


Os volumes contêm teoria e 
exercícios de aplicação, além 
de uma seção de questões de 
vestibulares, acompanhadas de 
respostas. Há ainda uma série 
de artigos sobre história da 
Matemática relacionados aos 
temas abordados. 


Na presente edição, a seção 
de questões de vestibulares foi 


atualizada, apresentando novos 
testes e questões dissertativas 
selecionados a partir dos 
melhores vestibulares do país. 
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